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Kurzfassung
Materialien aus Einkristall-Legierungen werden in vielen Industrie-Anwendungen ver-
wendet. In der Luftfahrt-Industrie z.B. werden Turbinenschaufeln aus Nickel-Einkristall
Superlegierungen hergestellt. Diese Superlegierungen halten ho¨here Temperaturen aus
und reduzieren somit den Treibstoffverbrauch. Deshalb ist es wichtig, das mechanische
Verhalten der Einkristalle so gut wie mo¨glich beschreiben zu ko¨nnen.
Der Zweck dieser Arbeit ist die Entwicklung einer thermodynamisch konsistenten Theo-
rie fu¨r Einkristall Viskoplastizita¨t fu¨r das ”face centered cubic” (f.c.c.) Kristallsystem.
Die Theorie beinhaltet isotrope und kinematische Verfestigung. Danach werden einige
Runge-Kutta Rechnungen fu¨r einfache Scherung durchgefu¨hrt. Das Augenmerk wird
dabei auf die Rotation der Achsen wa¨hrend der Deformation gelegt. Rechnungen mit
ungekoppelter isotroper oder kinematischer Verfestigung zeigen unbegrenzte Rotation
der Achsen und somit einen periodischen Spannungs-Dehnungs Verlauf. Dieses Verhal-
ten ist aber unphysikalisch, da sich das Kristallgitter im Einkristall nicht unbegrenzt
drehen kann. Deshalb werden ”Kopplungseffekte” in die Verfestigungsgleichungen ein-
gefu¨hrt. Dadurch ko¨nnen die Gitterrotationen sinnvoll stabilisiert werden. Innerhalb
dieser Arbeit werden mehrere Beispiele von Kopplungen aufgezeigt.
Nach der Behandlung der Einkristall Mechanik wird das mechanische Verhalten von
Polykristallen mithilfe des ”Taylor-Modells” simuliert. Da der wichtigste physikalische
Prozeß fu¨r die anisotrope plastische Materialantwort eines polykristallinen Metalls die
Reorientierung des Kristallgitters der einzelnen Ko¨rner ist, wird die hier entwickelte
Theorie fu¨r Einkristalle auf Polykristalle angewendet. Es wird die Entwicklung der
kristallographischen Textur jeweils mit und ohne Kopplungseffekte in den Verfesti-
gungsgleichungen untersucht. Als ein Resultat erha¨lt man ”Ideale Scher Texturen” bei
Verfestigung mit Kopplungseffekten.
Abstract
Materials made of single-crystal alloys are widely used in modern industry applications.
In airplane industry e.g. turbine blades are made of nickel based single-crystal superal-
loys. These superalloys can sustain higher temperatures and reduce so fuel consumpti-
on. Therefore it is important to describe the mechanical behavior of single-crystals as
good as possible.
The purpose of this work is to develop a thermodynamically consistent theory of single-
crystal viscoplasticity for face centered (f.c.c.) crystals. This theory involves isotropic
and kinematic hardening. After presenting the theory, several Runge-Kutta calculations
for simple shear deformations are done. Attention is turned to the rotation of the
axis during deformation. Calculations with uncoupled isotropic or kinematic hardening
show infinite rotation of the crystal axis during shear and therefore periodic stress
strain curves. This behavior is unphysically, because the crystal lattice in a single
crystal cannot do infinite rotation. Therefore ”coupling effects” are introduced into the
hardening equations and the rotations of the lattice can be stabilized. In this work,
several examples for introducing coupling effects are presented.
After dealing with single-crystal mechanics, the ”Taylor model” is used to simulate
the mechanical behavior of polycrystals. Since the most important physical process for
1
anisotropic plastic response in polycrystalline metals is the reorientation of the crystal
lattice of grains, the developed theory for single crystals is applied to polycrystals to
investigate the development of the crystallographic texture, both with uncoupled and
coupled effects in the hardening equations. As one result with coupled hardening one
can obtain ”ideal shear textures”.
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Kapitel 1
Einleitung
Zur sinnvollen technischen Nutzung von Metallen ist es notwendig, ihre innere Struktur
und ihre Materialantwort auf a¨ußere Einflu¨sse zu verstehen. In dieser Arbeit wird ein
weiteres Materialmodell zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens von Einkristal-
len mit kubisch-fla¨chenzentriertem (”f.c.c.”) Kristallsystem vorgestellt. Diese Metalle
treten z.B. als Nickel-Basislegierungen in Turbinenschaufeln in der Luft- und Raum-
fahrttechnik auf.
Zuerst wird ein thermodynamisch konsistentes Materialmodell fu¨r Einkristall-Plastizita¨t,
sowie Gleichungen fu¨r isotrope und kinematische Verfestigung, hergeleitet. Besonderes
Augenmerk wird dabei auf den sogenannten plastischen Spin gelegt. In der pha¨no-
menologischen Materialmodellierung dient der plastische Spin zur Beschreibung der
Evolution der Anisotropieachsen (siehe z.B. Dafalias und Rashid, 1989; Van der Gies-
sen und andere, 1992; Bunge und Nielsen, 1997; Song und Voyiadjis, 2002; Gurtin und
Anand, 2005). In der Kristall-Plastizita¨t ist der plastische Spin ein wichtiges Element
um die Rotation des Kristallgitters zu beschreiben (siehe z.B. Havner, 1981; To´th und
andere, 1988, 1990; Aravas und Aifantis, 1991; Dafalias, 1998; Van Houtte, 2002).
Es sind drei Arten von Rotationen zu unterscheiden:
1. Der Materielle Spin W als antisymmetrischer Anteil des Geschwindigkeitsgradi-
enten L.
2. Der Plastische Spin als antisymmetrischer Anteil des plastischen Geschwindig-
keitsgradienten Ωˆe = Wˆp − Φ˙Φ
T .
3. Der Spin des Kristallgitters (Lattice Spin)W − Ωe als Differenz des Materiellen
und Plastischen Spins (Havner, 1972).
Zusa¨tzlich zur Rotation des ungesto¨rten idealen Gitters wird in dieser Arbeit noch
ein lokaler lattice Spin Ωˆk eingefu¨hrt, der die Rotation des lokal gesto¨rten Gitters
um Sto¨rstellen beschreibt. Diese Sto¨rstellen im idealen Gitter ko¨nnen z.B. Leerstel-
len, zusa¨tzliche Atome oder fremde Ersatzatome im Kristallgitter sein. Diese lokalen
Sto¨rungen dienen u.a. auch als Quellen von Versetzungen (Frank-Read-Quellen).
Durch a¨ußere Belastungen erzeugen die Frank-Read-Quellen neue Versetzungslinien,
die dann im weiteren Verlauf in Versetzungsringe u¨bergehen ko¨nnen und sich weiter
im Material ausbreiten. Da im allgemeinen die lokalen Sto¨rungen ra¨umlich gleichma¨ßig
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verteilt im Material auftreten, werden dadurch bei Belastung gleichma¨ßig neue Verset-
zungen im Material erzeugt. Durch die neu erzeugten Versetzungen wird die Bewegung
von bereits im Material vorhandenen Versetzungen behindert. Insbesondere wird so das
Gleiten von Versetzungen entlang von Gleitebenen erschwert und das Material wird
fester. Da dieser Verfestigungseffekt durch die isotrope, ra¨umlich gleichma¨ßige Behin-
derung von mobilen Versetzungen an bereits vorhandenen Versetzungen hervorgerufen
wird, heißt diese Verfestigung auch isotrope Verfestigung. Sie ist von der Richtung der
Belastung unabha¨ngig.
Durch die gegenseitige Interaktion von Versetzungen untereinander kann es beim Glei-
ten passieren, daß sich mehrere Versetzungen vor einer oder mehreren lokalen Sto¨rstel-
len aufstauen und dadurch das Gleiten in dieser Richtung erschwert wird. Dadurch
wird das Material in dieser Belastungsrichtung fester. Zur Beschreibung dieser Verfe-
stigungsart wird ein Translationstensor der kinematischen Verfestigung eingefu¨hrt, der
die besondere Richtungsabha¨ngigkeit dieser Verfestigung beschreibt.
Es folgen numerische Rechnungen zur Einfachen Scherung. Dort wird fu¨r kubisch
fla¨chenzentrierte Einzelkristalle der Spin des Kristallgitters ausgiebig untersucht. Dabei
stellt man fest, daß bei einfacher Scherung das Kristallgitter fortlaufend rotiert. Die Ro-
tationsgeschwindigkeit wird im wesentlichen durch den antisymmetrischen Anteil des
Geschwindigkeitsgradienten vorgegeben. Dies wirft aber ein Problem auf, da sich ein
Kristallgitter eines Einkristalls in der Natur bei einfacher Scherung nicht fortlaufend
um die eigene Achse drehen kann und somit hier eine Schwa¨che in der Modellierung
der Kristallplastizita¨t fu¨r ein kubisch fla¨chenzentriertes Kristallgitter auftritt. Die fort-
laufende Rotation des Gitters resultiert aus der Symmetrie des kubischen Kristalls,
der nach einer Drehung von 90◦ um eine Hauptachse wieder die gleichen mechanischen
Eigenschaften aufweist.
Ziel dieser Arbeit ist es, die Symmetrie des kubisch-fla¨chenzentrierten Kristallgitters
in den Materialgleichungen so zu brechen, daß die Rotation des Gitters zum Stillstand
kommt. Dies geschieht durch Einfu¨hrung von ”Kopplungseffekten” in der isotropen und
kinematischen Verfestigung. Dadurch lassen sich die Rotation der Achsen bei einfacher
Scherung stabilisieren. Das so erweiterte Materialmodell wird mit bekannten Modellen
aus der Literatur von Asaro ([3]) und Anand ([1]) verglichen.
Nach der Behandlung des Verhaltens von Einkristallen wird das mechanische Verhalten
von Polykristallen mithilfe des ”Taylor-Modells” simuliert. Da der wichtigste physikali-
sche Prozeß fu¨r die anisotrope plastische Materialantwort eines polykristallinen Metalls
die Reorientierung des Kristallgitters der einzelnen Ko¨rner ist, wird die hier entwickel-
te Theorie fu¨r Einkristalle auf Polykristalle angewendet. Es wird die Entwicklung der
kristallographischen Textur jeweils mit und ohne Kopplungseffekte in den Verfesti-
gungsgleichungen untersucht. Als ein Resultat erha¨lt man ”Ideale Scher Texturen” bei
Verfestigung mit Kopplungseffekten.
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Kapitel 2
Grundlagen der Kristallographie
y
x
z
Abbildung 2.1: Kubisch fla¨chenzentriertes (fcc) Kristallsystem
Abbildung 2.2: Gleitebene mit Gleitrichtungen im kubisch fla¨chenzentrierten (fcc) Kri-
stallsystem
Als ein Gleitsystem wird das Paar {s,n} bezeichnet, wobei n die Einheitsnormale der
Gleitebene und s die Gleitrichtung bezeichnet.
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In einem kubisch-fla¨chenzentrierten Kristallsystem existieren die 12 Gleitsysteme
1.) n(1) = 1√
3
(1, 1, 1)T s(1) = 1√
2
(0,−1, 1)T
2.) n(2) = 1√
3
(1, 1, 1)T s(2) = 1√
2
(1, 0,−1)T
3.) n(3) = 1√
3
(1, 1, 1)T s(3) = 1√
2
(−1, 1, 0)T
4.) n(4) = 1√
3
(−1,−1, 1)T s(4) = 1√
2
(0, 1, 1)T
5.) n(5) = 1√
3
(−1,−1, 1)T s(5) = 1√
2
(−1, 0,−1)T
6.) n(6) = 1√
3
(−1,−1, 1)T s(6) = 1√
2
(1,−1, 0)T
7.) n(7) = 1√
3
(−1, 1, 1)T s(7) = 1√
2
(0,−1, 1)T
8.) n(8) = 1√
3
(−1, 1, 1)T s(8) = 1√
2
(−1, 0,−1)T
9.) n(9) = 1√
3
(−1, 1, 1)T s(9) = 1√
2
(1, 1, 0)T
10.) n(10) = 1√
3
(1,−1, 1)T s(10) = 1√
2
(0, 1, 1)T
11.) n(11) = 1√
3
(1,−1, 1)T s(11) = 1√
2
(1, 0,−1)T
12.) n(12) = 1√
3
(1,−1, 1)T s(12) = 1√
2
(−1,−1, 0)T .
2.1 Grundlagen zur Beschreibung von Anisotropie
Die Betrachtung anisotroper Materialien (sowohl Ein- als auch Polykristalle) zeigt,
daß zumindest keine vo¨llig ungeordnete Struktur auftritt, sondern daß auch hierbei
bestimmte Symmetrien vorhanden sind. Hier wird beschrieben, welche Transformati-
onseigenschaften die Materialgleichungen zur Beschreibung solcher Materialien erfu¨llen
mu¨ssen (siehe dazu Boehler [6], Kapitel 2).
Anschließend wird fu¨r die Anisotropie-Klasse der kubischen Symmetrie die Darstellung
des Elastizita¨tsgesetzes exemplarisch vorgestellt.
Zuna¨chst muß gekla¨rt werden, was Anisotropie bedeutet und wie sich ein anisotropes
Material verha¨lt. Hierzu geht man von einem Ko¨rper aus, der mit einer mechanischen
Belastungsgro¨ße (z.B. dem Verzerrungstensor) beaufschlagt wird, die eine mechanische
Reaktion (z.B. Spannungsgro¨ße) hervorruft. Die Belastung wird im folgenden mit ei-
nem Tensor A, die Reaktion mit einem Tensor S bezeichnet.
Ist das Material isotrop, so gilt fu¨r eine gedrehte Belastung
A∗ = QAQT , Q ∈ SO(3) , (2.1)
daß sich dann auch der Reaktionstensor mit dem gleichen Rotationstensor transformiert
S∗ = QSQT . (2.2)
Analog zur A¨nderung der Belastungstensoren kann auch die Orientierung des Ko¨rpers
vera¨ndert werden, d.h. die Orientierungsachsen v1 und v2 werden rotiert:
v∗1 = Qv1 , v
∗
2 = Qv2 , Q ∈ SO(3) . (2.3)
In diesem Fall bleiben die Hauptachsen der Ellipsen, die die Materialantwort S bzw.
S∗ bezeichnen, unabha¨ngig von der Orientierung des Ko¨rpers immer gleich, sie sind
invariant gegenu¨ber beliebigen Rotationen des Ko¨rpers.
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Ein anderes Verhalten wird bei anisotropen Ko¨rpern beobachtet. Auch in diesem Fall
werden zwei Belastungsgro¨ßen A und A∗ vorgeben, die sich durch eine Rotation Q un-
terscheiden. Die Orientierung des Materials ist in beiden Fa¨llen gleich. In diesem Fall
stellen sich jedoch nicht zwei Materialantworten (S,S∗) ein, die dieselben Hauptachsen
wie die Belastung haben, sondern im allgemeinen unterscheiden sie sich. Folglich gehen
auch die Materialantworten nicht mehr aus denselben Transformationen hervor, wie
die Belastung
S∗ 6= QSQT . (2.4)
Wird fu¨r diesen anisotropen Ko¨rper seine Orientierung gea¨ndert, die Belastungsgro¨ße
bleibt aber gleich, so a¨ndern sich die Hauptachsen der Materialantwort. In diesem Fall
ist die Reaktion des Materials auf die Belastung nicht mehr invariant gegenu¨ber belie-
bigen Rotationen des Ko¨rpers und die Materialantwort weist Abha¨ngigkeiten von der
Orientierung auf.
Allerdings besitzt auch ein anisotroper Ko¨rper bestimmte Symmetrien, d.h. es gibt
Transformationen, bezu¨glich denen sich die Reaktion des Materials als invariant er-
weist. Diese orthogonalen Transformationen werden als die materielle Symmetriegruppe
oder Isotropiegruppe G ⊂ SO(3) bezeichnet. Es gilt die Transformationseigenschaft
A∗ = QAQT ⇒ S∗ = QSQT ∀Q ∈ G . (2.5)
Verschiedene Anisotropie-Klassen lassen sich somit u¨ber ihre Isotropiegruppen charak-
terisieren. Fu¨r Isotropie besteht die Isotropiegruppe aus der Gruppe der orthogonalen
Tensoren ohne Spiegelung G = SO(3), wa¨hrend fu¨r den allgemeinsten anisotropen Fall
die Isotropiegruppe nur aus der identischen Abbildung G = {1} besteht.
2.2 Herleitung des Elastizita¨tsgesetzes fu¨r kubische
Symmetrie
Hierzu wird das Elastizita¨tsgesetz
S = EA (2.6)
mit Hilfe der Voigt-Notation fu¨r den Spannungs- und den Dehnungstensor
S = (S11, S22, S33, S12, S13, S23)
T (2.7)
A = (A11, A22, A33, 2A12, 2A13, 2A23)
T
in die Form
S = CA (2.8)
umgeschrieben.
Fu¨r anisotrope Materialien mit kubischer Symmetrie hat der Elastizita¨tstensor C im
Hauptachsensystem des Kristalls die Form
C =

Ce1 C
e
2 C
e
2 0 0 0
Ce2 C
e
1 C
e
2 0 0 0
Ce2 C
e
2 C
e
1 0 0 0
0 0 0 Ce3 0 0
0 0 0 0 Ce3 0
0 0 0 0 0 Ce3
 . (2.9)
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Dabei sind Ce1, C
e
2 , C
e
3 Materialkonstanten.
Der Spannungstensor S fu¨r kubische Kristallsymmetrie kann dann als
S =
 Ce1A11 + Ce2A22 + Ce2A33 Ce3A12 Ce3A13Ce3A21 Ce2A11 + Ce1A22 + Ce2A33 Ce3A23
Ce3A31 C
e
3A32 C
e
2A11 + C
e
2A22 + C
e
1A33

geschrieben werden.
Man definiere im Hauptachsensystem des kubischen Kristalls die Tensoren
M˜ij = ei ⊗ ej i, j = 1..3 .
Im gedrehten System lauten die Tensoren Mij :
Mij = (Oei) ⊗ (Oej) mit O
−1 = OT , i, j = 1..3 . (2.10)
Nun la¨ßt sich der Spannungstensor fu¨r kubische Symmetrie als
S = 1
2
Ce1 I1 + C
e
2 I2 + C
e
3 I3 (2.11)
schreiben.
Die Gro¨ßen I1, I2, I3 sind als
I1 = 2 ((A ·M11)M11 + (A ·M22)M22 + (A ·M33)M33)
I2 = (A ·M22 +A ·M33)M11 + (A ·M11 +A ·M33)M22 + (A ·M22 +A ·M11)M33
I3 = (A ·M12)M12 + (A ·M23)M23 + (A ·M31)M31 + (A ·M21)M21
+(A ·M32)M32 + (A ·M13)M13
gegeben.
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Kapitel 3
Grundlagen der
Kontinuumsmechanik
Zuna¨chst werden die grundlegenden Begriffe, die bei der Entwicklung von Materialmo-
dellen beno¨tigt werden, vorgestellt. Dann folgt eine kurze Einfu¨hrung in die Kinematik
mit der Zerlegung der Deformation. Um Materialgleichungen fu¨r große Deformationen
zu erhalten, wird das Konzept der dualen Variablen (siehe hierzu Haupt und Tsakmakis
[22], [23] und Svendsen und Tsakmakis [34]) vorgestellt.
3.1 Kinematik
Ausgangspunkt ist ein materieller Ko¨rper B abgebildet im euklidischen Punktraum E.
Jedem materiellen Punkt X des Ko¨rpers kann nach der Festlegung eines Ursprungs O
in E und eines raumfesten kartesischen Koordinatensystems mit dem Nullpunkt O ein
Ortsvektor X zugeordnet werden.
Mit RR wird der Raumbereich bezeichnet, den der materielle Ko¨rper in einer zeitlich
konstanten Bezugskonfiguration einnimmt.
Zum Zeitpunkt t nimmt der materielle Ko¨rper den von der Zeit abha¨ngigen Raumbe-
reich Rt, die Momentankonfiguration, ein.
Der Ortsvektor, der dem materiellen Punkt X in der Momentankonfiguration zugeord-
net wird, wird mit x bezeichnet. Er wird durch die Bewegungsgleichung
x = x(X, t) (3.1)
beschrieben. Fu¨r einen festen Zeitpunkt t existiert hierbei die Inverse der Bewegungs-
gleichung
X = X(x, t) . (3.2)
Damit la¨ßt sich zu jedem beliebigen, aber festen Zeitpunkt t ein Deformationsgradient
F :=
∂x(X, t)
∂X
(3.3)
definieren, der die Deformation in der Umgebung des materiellen Punktes X beschreibt.
Er stellt eine Abbildungsvorschrift dar, die ein materielles Linienelement in der Bezugs-
konfiguration dX auf ein materielles Linienelement in der Momentankonfiguration dx
abbildet
dx = FdX . (3.4)
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Da eine positive Determinante des Deformationsgradienten detF > 0 angenommen
wird, existiert eine eindeutige polare Zerlegung des Deformationsgradienten
F = RU = VR , (3.5)
mit dem orthogonalen Rotationstensor R, detR = 1 und dem symmetrischen, positiv
definiten rechten bzw. linken Strecktensor U,V.
Durch die materielle Zeitableitung des Deformationsgradienten
F˙ =
∂
∂t
(
∂x
∂X
)
= LF , L :=
∂x˙
∂x
(3.6)
ist der ra¨umliche Geschwindigkeitsgradient L definiert, der additiv
L = D+W (3.7)
in seinen symmetrischen Anteil D, den Verzerrungsgeschwindigkeitstensor und in sei-
nen antisymmetrischen Anteil W, den Wirbeltensor, zerlegt werden kann.
3.2 Zerlegung der Deformation
Ausgangspunkt fu¨r die Formulierung der Materialgleichungen ist die multiplikative
Zerlegung des Deformationsgradienten
F = FeFp (3.8)
in einen reversiblen, elastischen Anteil Fe und einen irreversiblen, inelastischen (pla-
stischen) Anteil Fp.
Dadurch wird eine weitere Konfiguration, die Zwischenkonfiguration Rˆt, festgelegt.
Diese Zwischenkonfiguration wird durch eine fiktive, im allgemeinen nicht kompatible
Entlastung erhalten und ist spannungsfrei.
Ein materielles Linienelement der Zwischenkonfiguration dxˆ kann durch die Abbildun-
gen
dxˆ = FpdX = F
−1
e dx (3.9)
aus den Linienelementen der Referenz- bzw. Momentankonfiguration bestimmt werden.
Es wird angenommen, daß detFe > 0 (und somit auch detFp > 0) gilt. Analog zu
der polaren Zerlegung des Deformationsgradienten (3.5) existieren dann auch fu¨r die
elastischen und inelastischen Anteile des Deformationsgradienten polare Zerlegungen
der Form
Fe = ReUe = VeRe . (3.10)
Fp = RpUp = VpRp . (3.11)
Ebenso gibt es einen elastischen und inelastischen Geschwindigkeitsgradienten, die bei-
de additiv in ihre symmetrischen und antisymmetrischen Anteile
Le = F˙eF
−1
e = De +We ,
Lˆp = F˙pF
−1
p = Dˆp + Wˆp (3.12)
zerlegt werden ko¨nnen.
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Fp
RR
Fe
Rˆ∗t
R∗tRt
Rˆt
Q
T
Q
F
Q
Abbildung 3.1: Zerlegung der Deformation
3.3 Konzept der dualen Variablen
Es existieren verschiedene Mo¨glichkeiten, Verzerrungstensoren zu definieren und die-
sen in sinnvoller Weise Spannungstensoren zuzuordnen. Eine Mo¨glichkeit ist es, auf
Grundlage der materiellen Linienelemente ein skalares Verzerrungsmaß
∆ =
1
2
(dx · dx− dX · dX) = dX · E dX = dx ·A dx = dxˆ · Γˆ dxˆ (3.13)
zu definieren. Dieses Verzerrungsmaß ist forminvariant bezu¨glich der gewa¨hlten Kon-
figuration. Alle Gro¨ßen, die aus diesem Verzerrungsmaß ∆ abgeleitet sind, werden der
Familie 1 zugeordnet. Gro¨ßen der Familie 2 werden aus einem anderen Verzerrungs-
maß, das auf den Normalen an materiellen Fla¨chen basiert, hergeleitet. Diese werden
in dieser Arbeit aber nicht weiter beno¨tigt.
Das Verzerrungsmaß ∆ kann in einen elastischen und inelastischen Anteil
∆ =
1
2
(dx · dx− dxˆ · dxˆ) +
1
2
(dxˆ · dxˆ− dX · dX) = ∆e +∆p (3.14)
zerlegt werden.
Den verschiedenen Konfigurationen sind nun verschiedene Verzerrungstensoren zuge-
ordnet. Als Verzerrungstensoren ergeben sich:
• der Green´sche Verzerrungstensor in der Referenzkonfiguration RR
E =
1
2
(FTF− 1) = Ee + Ep (3.15)
mit
Ee =
1
2
(FTF− FTpFp) , Ep =
1
2
(FTpFp − 1) , (3.16)
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• der Verzerrungstensor der Zwischenkonfiguration Rˆt
Γˆ =
1
2
(FTe Fe − F
T−1
p F
−1
p ) = Γˆe + Γˆp (3.17)
mit
Γˆe =
1
2
(FTe Fe − 1) , Γˆp =
1
2
(1− FT−1p F
−1
p ) , (3.18)
• sowie der Almansi´sche Verzerrungstensor in der Momentankonfiguration Rt
A =
1
2
(1− FT−1F−1) = Ae +Ap (3.19)
mit
Ae =
1
2
(1− FT−1e F
−1
e ) , Ap =
1
2
(FT−1e F
−1
e − F
T−1F−1) . (3.20)
Die objektiven Geschwindigkeiten der Verzerrungstensoren der 1. Familie sind durch
die Forminvarianz der zeitlichen Ableitungen des Verzerrungsmaßes ∆ (3.13) (siehe
Haupt und Tsakmakis[22], [23] und Tsakmakis[38])
∆˙ = dX · E˙ dX = dx·
△
A dx = dxˆ·
△
Γˆ dxˆ (3.21)
gegeben, wobei die unteren Oldroyd-Ableitungen bezu¨glich der Momentan- bzw. Zwi-
schenkonfiguration mit
△
()=
·
() +LT () + ()L in Rt ,
△
()=
·
() +LˆTp () + ()Lˆp in Rˆt (3.22)
definiert sind.
Auch die Geschwindigkeiten der Verzerrungstensoren lassen sich additiv in elastische
und inelastische Anteile
△
A=
△
Ae +
△
Ap ,
△
Γˆ=
△
Γˆe +
△
Γˆp (3.23)
zerlegen.
Weiterhin existieren die folgenden Beziehungen zwischen den objektiven Geschwindig-
keiten der Verzerrungstensoren und den Verzerrungsgeschwindigkeitstensoren:
△
A= D ,
△
Γˆp= Dˆp . (3.24)
Aus der Invarianz der spezifischen Spannungsleistung in der Referenzkonfiguration
W = T˜ · E˙ = S ·D = Tˆ·
△
Γˆ (3.25)
folgen die den jeweiligen Verzerrungstensoren zugeordneten Spannungstensoren.
Es handelt sich hierbei:
• um den 2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor T˜ in der Bezugskonfiguration,
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• um den Cauchy’schen Spannungstensor T und den gewichteten Chauchy’schen
Spannungstensor S = detFT in der Momentankonfiguration,
• sowie um den 2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor der Zwischenkonfiguration Tˆ.
Schließlich werden aus der Forminvarianz der zeitlichen Ableitungen der Spannungslei-
stung die objektiven Spannungsgeschwindigkeiten bestimmt.
Dies sind die materiellen Zeitableitungen fu¨r Gro¨ßen der Bezugskonfiguration und die
oberen Oldroyd-Ableitungen fu¨r Gro¨ßen in der Momentan- bzw. Zwischenkonfiguration
∇
()=
·
() −L()− ()LT in Rt ,
∇
()=
·
() −Lˆp()− ()Lˆ
T
p in Rˆt . (3.26)
3.4 Transformationsbeziehungen
Die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten in einen elastischen und pla-
stischen Anteil (3.8) ist nicht eindeutig, sondern die Zwischenkonfiguration ist nur bis
auf eine Starrko¨rperrotation Q (siehe Abbildung 3.1) festgelegt. Die Zerlegung des
Deformationsgradienten hat dann die Form
F = FeQ
T
QFp , Q
−1
= Q
T
, detQ = 1 . (3.27)
Dies begru¨ndet gewisse Invarianzforderungen, die die Feldgleichungen erfu¨llen mu¨ssen
(siehe hierzu Green und Naghdi[17]).
Als weitere Einschra¨nkung fu¨r die Materialgleichungen wird verlangt, daß sie das Prin-
zip der materiellen Objektivita¨t im Zusammenhang mit beliebigen Starrko¨rperbewe-
gungen, die der Momentankonfiguration u¨berlagert sind, erfu¨llen. Die u¨berlagerten
Starrko¨rperbewegungen werden beschrieben durch
x∗ = Qx+ c , Q−1 = QT , detQ = 1 . (3.28)
Fu¨r die neue Deformation gilt
F∗ = F∗eF
∗
p (3.29)
F∗e = QFeQ
T
(3.30)
F∗p = QFp . (3.31)
Durch Einsetzen des neuen Deformationsgradienten F∗ in die Definitionen der Verzer-
rungstensoren (3.19) und (3.17) sowie in die objektiven Geschwindigkeiten der Verzer-
rungstensoren la¨ßt sich feststellen, daß Gro¨ßen der Momentan- und Zwischenkonfigu-
ration jeweils das Transformationsverhalten
()∗ = Q()QT in Rt (3.32)
(ˆ)
∗
= Q(ˆ)Q
T
in Rˆt (3.33)
besitzen. Dies ist fu¨r die Tensoren L und Lˆp jedoch nicht der Fall. Da im weiteren Ver-
lauf der Arbeit hauptsa¨chlich der plastische Geschwindigkeitsgradient Lˆp beno¨tigt wird,
wird die Verletzung der Eigenschaft (3.33) an dieser Gro¨ße gezeigt. In die Definition
fu¨r Lˆp (3.12) werden die rotierten Deformationsgradienten F
∗
p (3.31) eingesetzt
Lˆ∗p = F˙
∗
pF
∗−1
p = Q˙Q
T
+QLˆpQ
T
. (3.34)
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Es ist zu erkennen, daß der plastische Geschwindigkeitsgradient Lˆp wegen dem anti-
symmetrischen Tensor Q˙Q
T
die Eigenschaft (3.33) nicht besitzt. Folglich erfu¨llt zwar
der symmetrische Anteil, die plastische Verzerrungsgeschwindigkeit Dˆp, die Eigenschaft
(3.33)
Dˆ∗p = QDˆpQ
T
,
nicht jedoch sein antisymmetrischer Anteil, der plastische Wirbeltensor Wˆp
Wˆ∗p = Q˙Q
T
+QWˆpQ
T
.
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Kapitel 4
Modellierung des Einkristalls
4.1 Zerlegung der Deformation
Der Deformationsgradient F wird multiplikativ in einen elastischen Anteil Fe und einen
plastischen Anteil Fp zerlegt:
F = FeFp (4.1)
Fp, Φ
Rt
Rˆt
RR
Fe
F
Abbildung 4.1: Zerlegung der Deformation
Die Zerlegung der Deformation ist bezu¨glich Drehungen Q der Zwischenkonfiguration
nicht eindeutig:
F = FeQ
T
QFp (4.2)
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Die Drehung der Zwischenkonfiguration wird nun mit einem Tensor ΦT zuru¨ckgenom-
men und ein zuru¨ckgedrehtes F˜p definiert:
F = FeΦ︸︷︷︸
=:eFe
ΦTFp︸ ︷︷ ︸
=:eFp
(4.3)
Also
F˜p = Φ
TFp, oder auch Fp = ΦF˜p (4.4)
Damit stellt F˜p eine reine Scherung in RR dar.
RR
Rt
RR
ΦT
F˜p
Fp
nˆ
sˆ
n˜0
s˜0
n˜0
s˜0
Abbildung 4.2: Reine Scherung nach Zuru¨ckdrehung der Zwischenkonfiguration
4.2 Darstellung des plastischen Geschwindigkeits-
gradienten
Sei mit s˜(i), n˜(i) das i-te Gleitsystem in RR bezeichnet, dann schla¨gt Asaro [4] fu¨r die
Darstellung des plastischen Anteils des Deformationsgradienten im i-ten Gleitsystem
F˜(i)p = γ
(i)
p s˜
(i) ⊗ n˜(i) + s˜(i) ⊗ s˜(i) + n˜(i) ⊗ n˜(i) + v˜(i) ⊗ v˜(i) (4.5)
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(reine Scherung) vor. Hierbei bilden die 3 Vektoren s˜(i), n˜(i) und v˜(i) ein orthonormales
Basissystem.
Folgerungen:
Der plastische Geschwindigkeitsgradient im i-ten Gleitsystem lautet dann
L˜(i)p =
˙˜
Fp
(i)(F˜(i)p )
−1 = γ˙(i)p s˜
(i) ⊗ n˜(i) . (4.6)
Der makroskopische plastische Geschwindigkeitsgradient in RR wird, gemittelt u¨ber
alle Gleitsysteme, als
L˜p :=
1
n
n∑
i=1
L˜(i)p =
1
n
n∑
i=1
γ˙(i)p s˜
(i) ⊗ n˜(i) (4.7)
definiert (analog zur baryzentrischen Geschwindigkeit in der Mischungstheorie).
4.2.1 Transformation der L˜
(i)
p auf die Zwischenkonfiguration
Annahme: Die F˜
(i)
p transformieren sich wie
F˜(i)p = Φ
TF(i)p , oder auch F
(i)
p = ΦF˜
(i)
p . (4.8)
Damit transformiert sich L˜
(i)
p :
Lˆ(i)p := F˙
(i)
p (F
(i)
p )
−1 = (ΦF˜(i)p )˙ (F˜
(i)
p )
−1ΦT
= (Φ˙F˜(i)p +Φ
˙˜
Fp
(i)) (F˜(i)p )
−1ΦT = Φ˙ΦT +Φ ˙˜Fp
(i)(F˜(i)p )
−1ΦT
= Φ˙ΦT +ΦL˜(i)p Φ
T . (4.9)
Also
(Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T ) = ΦL˜(i)p Φ
T = γ˙(i)p sˆ
(i) ⊗ nˆ(i) (4.10)
wobei
sˆ(i) = Φs˜(i) und nˆ(i) = Φn˜(i) (4.11)
sind.
Hier sind sˆ(i) und nˆ(i) die Basisvektoren des i-ten Gleitsystems in der Zwischenkonfi-
guration.
4.2.2 Transformation von L˜p auf die Zwischenkonfiguration
Lˆp := F˙p(Fp)
−1 = (ΦF˜p)˙ (F˜p)
−1ΦT
= (Φ˙F˜p +Φ
˙˜
Fp) (F˜p)
−1ΦT = Φ˙ΦT +Φ ˙˜Fp(F˜p)
−1ΦT
= Φ˙ΦT +ΦL˜pΦ
T (4.12)
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Daraus folgt mit der Beziehung (4.7)
L˜p =
1
n
n∑
i=1
L˜(i)p =
1
n
n∑
i=1
γ˙(i)p s˜
(i) ⊗ n˜(i) (4.13)
und mit (4.11) die Darstellung des plastischen Geschwindigkeitsgradienten in der Zwi-
schenkonfiguration
Lˆp − Φ˙Φ =
1
n
n∑
i=1
γ˙(i)p sˆ
(i) ⊗ nˆ(i) =
1
n
n∑
i=1
(Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T ) . (4.14)
4.3 Thermodynamik
Voraussetzung: Isotherme Prozeßfu¨hrung und einheitliche Temperaturverteilung.
Damit ergibt sich die Clausius-Duhem-Ungleichung zu:
S ·D− ρRψ˙ ≥ 0 . (4.15)
Die Clausius-Duhem-Ungleichung besagt, daß die Spannungsleistung S ·D gro¨ßer oder
gleich als die im Material gespeicherte Ableitung der inneren Energie ρRψ˙ ist.
Dies kann auf Gro¨ßen der Zwischenkonfiguration zu
Tˆ·
△
Γˆ −ρRψ˙ ≥ 0 (4.16)
umgeschrieben werden.
Hier bei ist Tˆ·
△
Γˆ der Spannungsleistung in der Zwischenkonfiguration.
Annahme: Die Freie Energiefunktion ψ la¨ßt sich additiv in einen elastischen Anteil
ψe und in einen plastischen Anteil ψp aufspalten:
ψ(t) = ψe(t) + ψp(t) . (4.17)
4.3.1 Herleitung des Elastizita¨tsgesetzes
Annahme:
Der elastische Anteil der Freien Energiefunktion soll von einem orthogonalen Tensor
Φ und dem elastischen Anteil des Deformationsgradienten abha¨ngen
ψe = ψ¯e(Φ,Fe) . (4.18)
18
Diese Form wird nun durch die Objektivita¨tsforderung eingeschra¨nkt.
Unter Drehungen der Zwischenkonfiguration Qˆ und Drehungen der Momentankonfi-
guration Q transformieren sich Φ und Fe wie
Φ→ Φ∗ = QˆΦ, Fe → F
∗
e = QFeQˆ
T . (4.19)
ψe ist eine skalare Invariante, die unter Drehungen in der Zwischen- und Momentan-
konfiguration als Wert unvera¨ndert bleibt
ψe = ψ¯e(Φ,Fe) = ψ¯e(QˆΦ,QFeQˆ
T ) . (4.20)
Setze nun speziell Qˆ = 1 und die polare Zerlegung Fe = ReUˆe ein
ψe = ψ¯e(Φ,QReUˆe) . (4.21)
Mit Q = R−1e und dem Verzerrungsmaß Γˆe =
1
2
(Uˆ2e − 1) vereinfacht sich ψe zu
ψe = ψ¯e(Φ, Γˆe) . (4.22)
Unter Drehungen der Zwischenkonfiguration Qˆ transformiert sich das Verzerrungsmaß
Γˆe wie
Γˆe → Γˆ
∗
e = QˆΓˆeQˆ
T . (4.23)
Mit speziell Qˆ = ΦT folgt
ψe = ψ¯e(1,Φ
T ΓˆeΦ︸ ︷︷ ︸
=:eΓe
) =: ψ˜e(Γ˜e) . (4.24)
Damit ha¨ngt der elastische Anteil der Freien Energiefunktion ψe nur von dem Verzer-
rungsmaß Γ˜e ab.
Berechnung von ψ˙e
ψ˙e =
∂ψ˜e
∂Γ˜e
·
˙˜
Γe =
∂ψ˜e
∂Γ˜e
·ΦT
˙ˆ
ΓeΦ+
∂ψ˜e
∂Γ˜e
· Φ˙T ΓˆeΦ+
∂ψ˜e
∂Γ˜e
·ΦT ΓˆeΦ˙
= tr
(
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT
˙ˆ
Γe
TΦ
)
+ tr
(∂ψ˜e
∂Γ˜e
)T
Φ˙T ΓˆeΦ
+ tr(∂ψ˜e
∂Γ˜e
Φ˙T ΓˆTeΦ
)
Da die Tensoren
∂ψ˜e
∂Γ˜e
und Γˆe symmetrisch sind, folgt
ψ˙e = Φ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT ·
˙ˆ
Γe + tr
(
ΓˆeΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
Φ˙T
)
+ tr
(
ΓˆeΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
Φ˙T
)
= Φ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT ·
˙ˆ
Γe + tr
(
2 ΓˆeΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦTΦΦ˙T
)
.
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Mit der unteren Oldroyd Ableitung von Γˆe
˙ˆ
Γe =
△
Γˆe − Lˆ
T
p Γˆe − ΓˆeLˆp
ergibt sich fu¨r ψ˙e:
ψ˙e = Φ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT ·
△
Γˆe −Φ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT · LˆTp Γˆe −Φ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT · ΓˆeLˆp
+ 2 ΓˆeΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT · Φ˙ΦT .
Da
△
Γˆ=
△
Γˆe +
△
Γˆp=
△
Γˆe +Dˆp
kann
△
Γˆe=
△
Γˆ −Dˆp in ψ˙e eingesetzt werden:
ψ˙e = Φ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT ·
△
Γˆ −2 ΓˆeΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT · Lˆp −Φ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT · Dˆp
+2 ΓˆeΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT · Φ˙ΦT
= Φ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT ·
△
Γˆ −2 ΓˆeΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT · (Dˆp + Wˆp)−Φ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT · Dˆp
+2 ΓˆeΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT · Φ˙ΦT .
Endergebnis fu¨r ψ˙e:
ψ˙e = Φ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT ·
△
Γˆ −(1 + 2 Γˆe)Φ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT · Dˆp
−2 ΓˆeΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT · (Wˆp − Φ˙Φ
T )
. (4.25)
Dies wird nun in die Clausius-Duhem-Ungleichung
Tˆ·
△
Γˆ −ρR(ψ˙e + ψ˙p) ≥ 0
eingesetzt:(
Tˆ− ρRΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT
)
·
△
Γˆ +(1+ 2 Γˆe)
(
ρRΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT
)
· Dˆp (4.26)
+2 Γˆe
(
ρRΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT
)
· (Wˆp − Φ˙Φ
T )− ρRψ˙p ≥ 0 .
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Aus Standardargumenten erha¨lt man das Elastizita¨tsgesetz:
Tˆ = ρRΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT = ρR
∂ψe
∂Γˆe
(4.27)
und die Restungleichung
Dint := (1+ 2 Γˆe)
(
ρRΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT
)
· Dˆp
+2 Γˆe
(
ρRΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT
)
· (Wˆp − Φ˙Φ
T )− ρRψ˙p ≥ 0 ,
Dint = (1+ 2 Γˆe) Tˆ · Dˆp + 2 Γˆe Tˆ · (Wˆp − Φ˙Φ
T )− ρRψ˙p ≥ 0 . (4.28)
Die Restungleichung kann mit dem Mandelschen Spannungstensor Pˆ = (1+2Γˆe)Tˆ zu
Dint = PˆS · Dˆp + PˆA · (Wˆp − Φ˙Φ
T )− ρRψ˙p
= Pˆ · (Lˆp − Φ˙Φ
T )− ρRψ˙p ≥ 0
(4.29)
umgeschrieben werden.
Herbei bedeuten PˆS den symmetrischen und PˆA den antisymmetrischen Anteil des
Mandelschen Spannungstensors Pˆ:
PˆS = (1+ 2 Γˆe) Tˆ
PˆA = 2 Γˆe Tˆ .
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4.4 Gedanken zur Beschreibung der kinematischen
und isotropen Verfestigung
4.4.1 Einfu¨hrung des Versetzungsbegriffs
Versucht man, die gemessenen Fließspannungen eines metallischen Werkstoffs mikro-
physikalisch zu deuten, so stellt man fest, daß die dafu¨r notwendigen Spannungen um
Gro¨ßenordnungen u¨ber den experimentell ermittelten liegen (siehe Vollertsen und Vog-
ler [41]). Daher kommt ein starres Abgleiten der Gleitebenen gegeneinander als Mecha-
nismus nicht in Frage. Vielmehr geschieht das notwenige Auftrennen bestehender und
Eingehen neuer atomarer Bindungen nur sehr lokal an eindimensionalen Gitterfehlern,
die sich dabei im Material ”konservativ”, d.h. ohne Materialtransport, fortbewegen.
Diese Gitterfehler bezeichnet man als Versetzungen. Abbildung 4.3 zeigt die Bewe-
gung einer Versetzung durch einen kubisch primitiven Kristall. Zusa¨tzlich sind die drei
fu¨r ein Versetzungsstu¨ck charakteristischen Vektoren dα,b und v eingezeichnet. Zu
ihrer Bestimmung gibt man zuna¨chst den positiven Umlaufsinn der Versetzungsko-
ordinate α vor. Aus dem zugeho¨rigen Tangentenvektor dα la¨ßt sich dann mit Hilfe
eines ”Burgers-Umlauf” der Burgers-Vektor b eindeutig zuordnen. Dieser ist fu¨r die
gesamte Versetzung konstant und gibt Betrag und Richtung (nicht Richtungssinn) der
bei der Versetzungsbewegung entstehenden Abgleitung an. Er verbindet im Fall einer
vollsta¨ndigen Versetzung ein Atom mit seinem na¨chsten Nachbarn, d.h. er liegt parallel
zur Gleitrichtung. Die Versetzungslinie, die den abgeglittenen vom noch unverformten
Bereich trennt, bewegt sich mit der Geschwindigkeit v senkrecht zu dα. Die drei Vek-
toren dα, v und b liegen in einer gemeinsamen Gleitebene. U¨ber den Burgers-Vektor
kann damit jede Versetzung einem bestimmten Gleitsystem zugeordnet werden.
Abbildung 4.3: (a) Bewegung eines Versetzungssegments durch ein kubisch-primitives
Gitter. (b) Blick senkrecht auf die Gleitebene: vollsta¨ndiger Versetzungsring.
Entlang der Versetzungslinie kann sich der Charakter der Versetzung a¨ndern. Stehen
wie im Punkt A Linienelement dα und Burgersvektor b senkrecht aufeinander, so
spricht man von einer Stufenversetzung, bei einer parallelen Lage, wie im Punkt B
von einer Schraubenversetzung. Topologisch betrachtet begrenzt eine Stufenversetzung
dabei eine eingeschobene Halbebene, wa¨hrend die gesto¨rte Atomanordnung um eine
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Schraubenversetzung die Form eines Schraubengewindes besitzt. Zwischen A und B
nimmt die Versetzung eine Mischform aus beiden an.
Mit Hilfe der topologischen Betrachtungen la¨ßt sich bereits ein wichtiger Wechselwir-
kungsmechanismus von Versetzungen erkla¨ren: Treffen Segmente zweier Versetzungen,
die sich in ihrem “Vorzeichen” unterscheiden (z.B. links- und rechtsdrehende Schrau-
benversetzungen, Stufenversetzungen mit positiver und negativer Halbebene), in einem
Gleitsystem aufeinander, so ko¨nnen sie sich gegenseitig auslo¨schen.
(siehe Harder [25])
4.4.2 Versetzungsbildung und -auslo¨schung
Ein wichtiger Mechanismus zur Erzeugung von Versetzungen wurde 1950 von Frank
und Read [15] vorgeschlagen: Ein Segment einer Stufenversetzung der La¨nge l (Ab-
bildung 4.4) ist an den Punkten A und B festgehalten, was z.B. durch Fremdatome
oder andere Versetzungen anderer Gleitsysteme geschehen kann. Durch Anlegen einer
Schubspannung baucht es sich auf, wobei eine maximale Schubspannung von τ = Gb/l
(G: Schubmodul) erforderlich ist, wenn das Segment Halbkreisform besitzt. Danach
wird die Versetzung instabil (Dieter [14]) und wickelt sich um A und B auf. In C tref-
fen ein links- und rechtsdrehender Schraubenanteil aufeinander und lo¨schen sich aus.
U¨brig bleibt ein kompletter Versetzungsring und ein neues Versetzungssegment AB,
das erneut ausgebaucht werden kann. Solch eine Quelle, fu¨r die es eine Reihe experi-
menteller Besta¨tigungen gibt (z.B. Dash [13]), kann unter Umsta¨nden Tausende von
Versetzungen emittieren.
C
A B
l
b
Abbildung 4.4: Versetzungsmultiplikation durch Frank-Read-Quelle.
Mit zunehmender Versetzungsdichte steigt gleichzeitig die Wahrscheinlichkeit, daß sich
zwei Versetzungen unterschiedlichen Vorzeichens begegnen und auslo¨schen. Notwendig
ist hierfu¨r, daß die Begegnung auf einer gemeinsamen Gleitebene stattfindet. Es ist
jedoch zu bedenken, daß Versetzungen auch dann Kra¨fte aufeinander ausu¨ben, wenn
sie sich auf voneinander entfernten Gleitebenen befinden. Dieses Pha¨nomen erkla¨rt sich
aus den Eigenspannungsfeldern der Versetzungen, die aus den Sto¨rungen des Gitters
um den Versetzungskern resultieren (z.B. Hirth/Lothe [26]). Zu anziehenden Kra¨ften
kommt es zwischen Versetzungssegmenten unterschiedlichen Vorzeichens. Sie ko¨nnen
unter Umsta¨nden dafu¨r sorgen, daß sich Versetzungen, die auf parallelen Gleitsystemen
liegen, zueinander hinbewegen.
Aus energetischer Sicht entspricht das Anziehen und Auslo¨schen von Versetzungen dem
Bestreben des Materials, einen mo¨glichst einergiearmen Zustand einzunehmen.
(siehe Harder [25])
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4.4.3 Wechselwirkung von Versetzungen
Versetzungen ko¨nnen sich in der Regel nicht ungesto¨rt durch das Kristallgitter bewe-
gen. Fremdatome, Teilchen einer zweiten Phase und vor allem Wechselwirkung mit
anderen Versetzungen sorgen dafu¨r, daß sie immer wieder lokal aufgehalten und unter
Umsta¨nden ga¨nzlich immobilisiert werden. Da sich die Untersuchungen dieser Arbeit
mit reinen Metallen bescha¨ftigt, soll hier nur auf die gegenseitige Behinderung von
Versetzungen eingegangen werden. Grundsa¨tzlich lassen sich die Wechselwirkungsme-
chanismen danach einteilen, ob sie weit- oder kurzreichender Natur sind.
Zu weitreichenden Wechselwirkungen kommt es, wenn sich die Versetzungen wa¨hrend
der Deformation in energetisch gu¨nstigen Strukturen anordnen (Holt [27]). Dabei u¨ber-
lagern sich die Spannungsfelder der beteiligten, in der Regel immobilisierten Verset-
zungen zu weitreichenden Spannungsfeldern (“kinematische Ru¨ckspannung“), die Be-
wegung der mobilen Versetzungen beeinflussen (Gerdes [16]).
Eine in der Literatur (z.B. Dieter [14], Kovacs [30], Honeycombe [28]) oft genannte
Konfiguration, die zu weitreichenden Spannungen fu¨hrt, ist der Aufstau von Versetzun-
gen gleichen Vorzeichens vor einem Hindernis (Abbildung 4.5). Durch solche ”pile-ups”
kann beispielsweise die Versetzungserzeugung einer Frank-Read-Quelle beeintra¨chtigt
bzw. schließlich ganz zum Stillstand gebracht werden.
QuelleHindernis Hindernis
Abbildung 4.5: Aufstau (”pile-up”) von Stufenversetzungen vor Hindernissen.
Im Laufe ihrer Bewegung treffen die Versetzungen auch auf Versetzungen anderer Gleit-
ebenen, die sogenannten Waldversetzungen. Beim Durchschneiden dieser Waldverset-
zungen treten Wechselwirkungen kurzer Reichweite auf. Art und Gro¨ße der Behinde-
rung durch einen Schneidvorgang bestimmen sich dabei durch mehrere Einflußfaktoren.
Zum einen mu¨ssen die Wechselwirkungen der elastischen Spannungsfelder u¨berwunden
werden: Bei sich abstoßenden Versetzungen sind Kra¨fte zur Anna¨herung aufzubringen.
Demgegenu¨ber ko¨nnen anziehende Versetzungen stabile Versetzungsknoten bilden, fu¨r
deren Auseinanderreißen ebenfalls Kraft aufgewendet werden muss (Baird und Ga-
le [5]). Ferner entstehen aus topologischen Gru¨nden in einem oder in beiden Verset-
zungssegmenten Kinken oder Spru¨nge (z.B. Reed-Hill [31]). Unter einer Kinke versteht
man einen Knick in der Versetzungslinie, der innerhalb der Gleitebene liegt, wa¨hrend
Spru¨nge der Versetzungslinie aus der Gleitebene heraus fu¨hren. Da die Energie einer
Versetzung proportional zu ihrer La¨nge ist (z.B. Haasen [19]) und diese La¨nge durch
Sprung oder Kinke zunimmt, ist fu¨r deren Bildung ebenfalls Arbeit zu verrichten.
Der Bewegung einer Versetzung stellt sich somit eine Hindernislandschaft entgegen,
die sich aus der U¨berlagerung von weit- und kurzreichenden Wechselwirkungen ergibt.
Das Ausmaß der Behinderung kann dabei von Versetzung zu Versetzung, abha¨ngig vom
Aufenthaltsort, variieren. Eine den Anfangsbereich der Verformung betreffende Konse-
quenz besteht darin, die Fließgrenze nicht zu eng als Begrenzung eines rein elastischen
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Bereichs, sondern vielmehr als Schwellenwert, ab dem eine merkliche plastische Defor-
mation auftritt, zu verstehen.
Auch nach U¨berschreitung des Schwellenwertes bestimmt das Zusammenwirken von
a¨ußerer Spannung, kinematischer Ru¨ckspannung und die Gro¨ße kurzreichender Hin-
dernisse, ob eine Versetzung u¨berwunden wird oder nicht. Da die gesamte Versetzungs-
dichte und mit ihr die Zahl der notwendigen Schneidprozesse wa¨hrend der Deformati-
on ansteigt und außerdem die kinematische Ru¨ckspannung mit der sich entwickelnden
Struktur wa¨chst, wird die Bewegung der mobilen Versetzungen in zunehmendem Maße
erschwert. Makroskopisch macht sich dies durch eine ansteigende Spannung bemerkbar.
Dieses Pha¨nomen wird als Verfestigung bezeichnet.
In Anbetracht der geschilderten mikromechanischen Ursachen, die zur Verfestigung
beitragen, wird deutlich, daß man zwischen isotroper und anisotroper Verfestigung zu
unterscheiden hat:
• Isotrope Verfestigung
Die Dichte der Waldversetzungen, die die Verfestigung durch kurzreichende Wech-
selwirkungen bestimmt, ist vor (bezogen auf die Ausbreitungsrichtung einer mo-
bilen Versetzung) nicht anders als hinter einer mobilen Versetzung. Dreht man
den Belastungssinn um, so a¨ndert sich das Ausmaß der Behinderung nicht. Die
Verfestigung durch eine zunehmende Waldversetzungsdichte ist somit, bezogen
auf ein Gleitsystem, isotrop und hat somit skalaren Charakter.
Die isotrope Verfestigung wird in dieser Arbeit mit k bezeichnet.
• Kinematische Verfestigung
Die mit Strukturbildung in Zusammenhang zu bringende Versetzungswechsel-
wirkungen lassen sich durch weitreichende Spannungsfelder erkla¨ren. Sie haben
folglich tensoriellen Charakter und ha¨ngen vom Richtungssinn der Belastung ab.
Dies wird am Beispiel der pile-ups vor einem Hindernis besonders anschaulich: Die
Bewegung einer mobilen Versetzung in Richtung des Aufstaus wird durch dessen
Spannungsfeld behindert, bei Lastumkehr wird die Bewegung in Gegenrichtung
unterstu¨tzt. Die Verfestigung durch Strukturentwicklung ist somit, bezogen auf
ein Gleitsystem, anisotrop.
Die kinematische Verfestigung wird in dieser Arbeit mit ξ bezeichnet.
(siehe Harder [25])
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4.5 Idee zur Beschreibung der kinematischen Ver-
festigung
Die weitreichenden Versetzungswechselwirkungen der kinematischen Verfestigung ver-
zerren lokal das Gitter und speichern somit Energie. Diese im Gitter gespeicherte Ener-
gie soll in einem kinemtischen Anteil der freien Energiefunktion ψkin zum Ausdruck
kommen. Um den anisotropen Charakter der Wechselwirkungen hervorzuheben, soll
die Funktion ψkin von einem tensoriellen Verzerrungstensor, Γˆk genannt, abha¨ngen.
Daher macht es Sinn, den plastischen Anteil des Deformationsgradienten Fp weiter in
einen Anteil Fk, der die lokale Deformation des Gitters beschreibt, und in einen Anteil
Fr, der nur die Bewegung der Atomlagen beim Wandern von Versetzung darstellt und
nicht zur Verzerrung des Gitters beitra¨gt, zu zerlegen. Aus dem Anteil Fk soll der Ver-
zerrungstensor Γˆk hervorgehen, der die lokale Verzerrung des Gitters um aufgestaute
Versetzungen beschreibt, a¨hnlich wie der Verzerrungstensor Γˆe im elastischen Anteil
der freien Energiefunktion ψe die elastische Verzerrung des idealen Gitters darstellt.
Außerdem wird in der Zwischenkonfiguration ein zusa¨tzlicher Rotationstensor ∆ ein-
gefu¨hrt, der die gemittelte Rotation des gesto¨rten Gitters um aufgestaute Versetzungen
herum beschreibt, a¨hnlich wie der Rotationstensor Φ die Rotation des idealen Gitters
in der Zwischenkonfiguration beschreibt.
Dies kann man sich im ebenen Fall veranschaulichen. Die Rotation des idealen Git-
ters wird durch den Winkel θe beschrieben. Um aufgestaute Versetzungen herum ist
das Gitter verzerrt und es macht Sinn, dort einen zusa¨tzlichen gemittelten Winkel θk
einzufu¨hren, der die abweichende Rotation des Gitters um diese Sto¨rstelle beschreibt.
θe
Abbildung 4.6: Der Winkels θe als Rotation des idealen Gitters
θk
θe
Abbildung 4.7: Der Winkels θk als gemittelte Rotation des Gitters um eine Git-
tersto¨rung
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Zerlegung des plastischen Anteils des Deformationsgradienten:
F(i)p = F
(i)
k F
(i)
r = F
(i)
k ∆
(i)
r (∆
(i)
r )
TF(i)r
Hier ist ∆
(i)
r ein orthogonaler Tensor.
Hierbei werden zusa¨tzliche Konfigurationen R¯
(i)
t eingefu¨hrt.
Fp
Fr Fk
∆
(i)
r
R
(i)
t
Rt
RR
F
(i)
p
Rˆt
F
(i)
r
F
(i)
k
Abbildung 4.8: Zerlegung der plastischen Deformation
Zerlegung des plastischen Anteils der freien Energiefunktion in einen kinematischen An-
teil (fu¨r die kinematische Verfestigung) und in einen isotropen Anteil (fu¨r die isotrope
Verfestigung):
ψp = ψkin + ψiso (4.30)
Der kinemtische Anteil der freien Energiefunktion ψkin soll sich als Mittelwert aus den
kinematischen Energiefunktionen aller Gleitsysteme darstellen lassen:
ρR · ψkin :=
1
n
n∑
i=1
ψ
(i)
kin(∆
(i)
r ,F
(i)
k ) . (4.31)
Ein Ansatz fu¨r ψ
(i)
kin
Mit der polaren Zerlegung F
(i)
k = Vˆ
(i)
k R
(i)
k ergibt sich
ψ
(i)
kin = ψ
(i)
kin(∆
(i)
r ,F
(i)
k ) = ψ
(i)
kin(∆
(i)
r , Vˆ
(i)
k R
(i)
k ) .
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Einfu¨hrung des Verzerrungstensors Γˆ
(i)
k =
1
2
(1− (Vˆ
(i)
k )
−2):
ψ
(i)
kin = ψ
(i)
kin(∆
(i)
r , Vˆ
(i)
k R
(i)
k ) = ψ
(i)
kin(∆
(i)
r , Γˆ
(i)
k ,R
(i)
k ) .
Diese Form wird nun durch Objektivita¨tsforderungen eingeschra¨nkt.
Bezu¨glich Drehungen Q
(i)
der Konfigurationen R¯
(i)
t transformieren sich die ∆
(i)
r und
die R
(i)
k wie:
∆(i)r → (∆
(i)
r )
∗ = Q
(i)
∆(i)r und R
(i)
k → (R
(i)
k )
∗ = R(i)k Q
(i)T
.
Damit ergibt sich
ψ
(i)
kin = ψ
(i)
kin(∆
(i)
r , Γˆ
(i)
k ,R
(i)
k ) = ψ
(i)
kin(Q
(i)
∆(i)r , Γˆ
(i)
k ,R
(i)
k Q
(i)T
) .
Setze nun speziell: Q
(i)
= (∆
(i)
r )T , so folgt fu¨r den plastischen Anteil der freien Ener-
giefunktion
ψ
(i)
kin = ψ
(i)
kin(1, Γˆ
(i)
k ,R
(i)
k ∆
(i)
r︸ ︷︷ ︸
=:∆(i)
) =: ψ˜
(i)
kin(∆
(i)T Γˆ
(i)
k ∆
(i)︸ ︷︷ ︸
=:eΓ
(i)
k
) . (4.32)
Berechnung von ψ˙
(i)
kin
Ausgehend von
ψ˙
(i)
kin =
∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
·
˙˜
Γ
(i)
k
=
∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
·∆(i)
T ˙ˆ
Γ
(i)
k ∆
(i) +
∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
· (∆˙(i))T Γˆ
(i)
k ∆
(i) +
∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
·∆(i)
T
Γˆ
(i)
k ∆˙
(i)
= ∆(i)
∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
·
˙ˆ
Γ
(i)
k + tr
(
2Γˆ
(i)
k ∆
(i)∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
∆(i)(∆˙(i))T
)
(Γ˜
(i)
k ist symmetrisch)
folgt mit
˙ˆ
Γ
(i)
k =
△
Γˆk
(i) − LˆTp Γˆ
(i)
k − Γˆ
(i)
k Lˆp :
ψ˙
(i)
kin = ∆
(i) ∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
·
△
Γˆk
(i) −∆(i)
∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
· L(i)p
T
Γˆ
(i)
k −∆
(i) ∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
· Γˆ
(i)
k Lˆ
(i)
p
+2Γˆ
(i)
k ∆
(i) ∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
· ∆˙(i)∆(i)
T
.
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Mit
△
Γˆk
(i) =
△
Γˆp
(i)−
△
Γˆr
(i) = Dˆ
(i)
p − Dˆ
(i)
r folgt:
ψ˙
(i)
kin = ∆
(i)∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
·
(
Dˆ(i)p − Dˆ
(i)
r
)
− 2Γˆ
(i)
k ∆
(i) ∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
· Lˆ(i)p
+2Γˆ
(i)
k ∆
(i)∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
· ∆˙(i)∆(i)
T
= ∆(i)
∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
·
(
Dˆ(i)p − Dˆ
(i)
r
)
− 2Γˆ
(i)
k ∆
(i) ∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
·
(
Dˆ(i)p + Wˆ
(i)
p
)
+2Γˆ
(i)
k ∆
(i)∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
· ∆˙(i)∆(i)
T
=
(
1− 2Γˆ
(i)
k
)
∆(i)
∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
· Dˆ(i)p + 2Γˆ
(i)
k ∆
(i) ∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
·
(
∆˙(i)∆(i)
T
− Wˆ(i)p
)
−∆(i)
∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
· Dˆ(i)r .
Definiere nun den Spannungstensor der kinematischen Verfestigung
Zˆ(i) :=
∂ψ
(i)
kin
∂Γˆ
(i)
k
= ∆(i)
∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
(4.33)
als die thermodynamisch Konjugierte zu Γˆ
(i)
k .
Damit la¨ßt sich ψ˙
(i)
kin vereinfachen:
ψ˙
(i)
kin =
(
1− 2Γˆ
(i)
k
)
Zˆ(i) · Dˆ(i)p + 2Γˆ
(i)
k Zˆ
(i) ·
(
∆˙(i)∆(i)
T
− Wˆ(i)p
)
− Zˆ(i) · Dˆ(i)r .
Da Zˆ(i) symmetrisch und ∆˙(i)∆(i)
T
antisymmetrisch sind, gilt:
ψ˙
(i)
kin =
(
1− 2 Γˆ
(i)
k
)
Zˆ(i) · Lˆp −
(
1− 2 Γˆ
(i)
k
)
Zˆ(i) · ∆˙(i)∆(i)
T
− Zˆ(i) · Dˆ(i)r . (4.34)
Definiere nun den Translationstensor der kinematischen Verfestigung fu¨r das
(i)-te Gleitsystem ξˆ
(i)
als
ξˆ
(i)
:=
(
1− 2 Γˆ
(i)
k
)
Zˆ(i) . (4.35)
Dann ergibt sich fu¨r ψ˙
(i)
kin die Gleichung:
ψ˙
(i)
kin = ξˆ
(i)
· Lˆ(i)p − ξˆ
(i)
· ∆˙(i)∆(i)
T
− Zˆ(i) · Dˆ(i)r . (4.36)
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4.6 Einbau des plastischen Anteils der Freien Ener-
giefunktion in die Restungleichung
Die Restungleichung (4.29) lautete:
Pˆ · (Lˆp − Φ˙Φ
T )− ρRψ˙p ≥ 0 .
Nach Einsetzen von (4.14), (4.30) und (4.31) folgt:
n ·
(
Pˆ · (Lˆp − Φ˙Φ
T )− ρRψ˙kin
)
=
n ·
1
n
n∑
i=1
(
Pˆ · (Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T )− ψ˙
(i)
kin
)
=
n∑
i=1
(Pˆ− ξˆ(i)) · (Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T ) +
n∑
i=1
ξˆ(i) · (Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T )−
n∑
i=1
ψ˙
(i)
kin ≥ 0 .
Einsetzen von
(Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T ) = γ˙(i)p sˆ
(i) ⊗ nˆ(i)
ergibt
n∑
i=1
{
(Pˆ− ξˆ(i)) · (γ˙(i)p sˆ
(i) ⊗ nˆ(i)) + ξˆ(i) · (Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T )− ψ˙
(i)
kin
}
≥ 0 . (4.37)
Einsetzen von
ψ˙
(i)
kin =
(
ξˆ(i) · Lˆ(i)p − ξˆ
(i) · ∆˙(i)∆(i)
T
− Zˆ(i) · Dˆ(i)r
)
ergibt:
n∑
i=1
(Pˆ− ξˆ(i)) · (γ˙(i)p sˆ
(i) ⊗ nˆ(i)) +
n∑
i=1
ξˆ(i) · (Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T ) +
n∑
i=1
(
−ξˆ(i) · Lˆ(i)p + ξˆ
(i) · ∆˙(i)∆(i)
T
+ Zˆ(i) · Dˆ(i)r
)
≥ 0 . (4.38)
⇔
n∑
i=1
{
(Pˆ− ξˆ(i)) · (γ˙(i)p sˆ
(i) ⊗ nˆ(i)) + ξˆ(i) · (∆˙(i)∆(i)
T
− Φ˙ΦT ) + Zˆ(i) · Dˆ(i)r
}
≥ 0 (4.39)
Hinreichende Bedingungen zum Lo¨sen von (4.39) sind:
4.6.1 Fließregel fu¨r Viskoplastizita¨t
(Pˆ− ξˆ(i)) · (γ˙(i)p sˆ
(i) ⊗ nˆ(i)) ≥ 0 (4.40)
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Diese Gleichung kann mit der Beziehung
(Pˆ− ξˆ(i)) · (sˆ(i) ⊗ nˆ(i)) = tr
{
(Pˆ− ξˆ(i)) nˆ(i) ⊗ sˆ(i)
}
= sˆ(i) · (Pˆ− ξˆ(i)) nˆ(i) (4.41)
und den Definitionen der Schmid-Spannung τ (i) und der kinematischen Verfesti-
gung ξ(i)
τ (i) := sˆ(i) · Pˆ nˆ(i) und ξ(i) := sˆ(i) · ξˆ(i) nˆ(i) (4.42)
umgeschrieben werden zu:
γ˙(i)p (τ
(i) − ξ(i)) ≥ 0 . (4.43)
Hinreichende Bedingung fu¨r (4.43) ist:
γ˙(i)p :=
〈|τ (i) − ξ(i)| − k
(i)
0 〉
m(i)
η(i)
τ (i) − ξ(i)
|τ (i) − ξ(i)|
. (4.44)
Der Betrag von γ˙
(i)
p ist die plastische Bogenla¨nge |γ˙
(i)
p | =: s˙(i) im (i)-ten Gleitsystem
(m(i) > 0, η(i) > 0).
Hierbei stellt k
(i)
0 die konstante isotrope Verfestigung im (i)-ten Gleitsystem
dar.
4.6.2 Plastische Spins
ξˆ(i) · (∆˙(i)∆(i)
T
− Φ˙ΦT ) ≥ 0 (4.45)
∆˙(i)∆(i)
T
− Φ˙ΦT la¨ßt sich zu
∆˙(i)∆(i)
T
− Φ˙ΦT = ∆˙(i)∆(i)
T
− Wˆ(i)p︸ ︷︷ ︸
−Ωˆ(i)
k
+Wˆ(i)p − Φ˙Φ
T︸ ︷︷ ︸
Ωˆ
(i)
e
(4.46)
umschreiben, wobei Ωˆ
(i)
e der elastische Anteil und Ωˆ
(i)
k der kinematische Anteil des
Plastischen Spins des (i)-ten Gleitsystems sind.
Hinreichende Bedingung fu¨r (4.45) ist:
Ωˆ(i)e − Ωˆ
(i)
k = ∆˙
(i)∆(i)
T
− Φ˙ΦT = λ
(i)
∆ s˙
(i)∂χˆ
(i)
∂ξˆ
(i)
A
(4.47)
Hierbei ist λ
(i)
∆ > 0, s˙
(i) :=
〈|τ (i) − ξ(i)| − k
(i)
0 〉
m(i)
η(i)
> 0 und χˆ(i)(ξˆA
(i)) eine konvexe Funk-
tion, die den Nullpunkt entha¨lt. ξˆ
(i)
A ist der antisymmetrische Anteil von ξˆ
(i)
.
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4.6.3 Evolutionsgleichung fu¨r γ˙
(i)
k
Zˆ(i) · Dˆ(i)r ≥ 0 (4.48)
Hinreichende Bedingung hierfu¨r ist:
Dˆ(i)r = s˙
(i)
Kˆ
(i) [Zˆ(i)] . (4.49)
Hier ist Kˆ(i) ein positiv definiter Tensor 4. Stufe.
Nun muss eine Darstellung fu¨r den Tensor Kˆ(i) gefunden werden.
Da fu¨r die linke Seite von (4.49) gilt
Dˆ(i)r =
△
Γˆr
(i) = F(i)p
T−1
E˙(i)r F
(i)
p
−1
und
E(i)r =
1
2
(
(F(i)r )
TF(i)r − 1
)
liegt auf der linken Seite von (4.49) die Kinematik fest.
Ausgehend von der Form fu¨r
△
Γˆr
(i) = Dˆ
(i)
r wird nun eine Form des Tensors Kˆ(i) ge-
sucht.
Darstellung von Kˆ(i)
Nach Asaro gilt fu¨r eine einfache Scherung die Darstellung:
F˜(i)r = γ
(i)
r s˜
(i) ⊗ n˜(i) + s˜(i) ⊗ s˜(i) + n˜(i) ⊗ n˜(i) + v˜(i) ⊗ v˜(i) . (4.50)
Es gilt die Transformation:
F˜(i)p = Φ
TF(i)p = Φ
TF
(i)
k F
(i)
r = Φ
TF
(i)
k ∆
(i)
r︸ ︷︷ ︸
=eF
(i)
k
∆(i)r
T
F(i)r︸ ︷︷ ︸
=eF
(i)
r
. (4.51)
Also fu¨r die zuru¨ckgedrehten Gro¨ßen (die einfache Scherungen sind)
F˜
(i)
k = Φ
TF
(i)
k ∆
(i)
r und F˜
(i)
r = ∆
(i)
r
T
F(i)r . (4.52)
Berechnung von E
(i)
r :
E(i)r =
1
2
(
F(i)Tr F
(i)
r − 1
)
=
1
2
(
F(i)Tr ∆
(i)
r ∆
(i)
r
T
F(i)r − 1
)
=
1
2
(
F˜(i)Tr F˜
(i)
r − 1
)
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mit
F˜(i)Tr F˜
(i)
r =
{
γ(i)r n˜
(i) ⊗ s˜(i) + s˜(i) ⊗ s˜(i) + n˜(i) ⊗ n˜(i) + v˜(i) ⊗ v˜(i)
}{
γ(i)r s˜
(i) ⊗ n˜(i) + s˜(i) ⊗ s˜(i) + n˜(i) ⊗ n˜(i) + v˜(i) ⊗ v˜(i)
}
= γ(i)r
2
n˜(i) ⊗ n˜(i) + γ(i)r
(
n˜(i) ⊗ s˜(i) + s˜(i) ⊗ n˜(i)
)
+ s˜(i) ⊗ s˜(i) + n˜(i) ⊗ n˜(i) + v˜(i) ⊗ v˜(i)
und
d
dt
(
F˜(i)Tr F˜
(i)
r
)
= 2γ(i)r γ˙
(i)
r n˜
(i) ⊗ n˜(i) + γ˙(i)r
(
n˜(i) ⊗ s˜(i) + s˜(i) ⊗ n˜(i)
)
.
Damit ergibt sich
E(i)r =
1
2
(
γ(i)r
2
n˜(i) ⊗ n˜(i) + γ(i)r
(
n˜(i) ⊗ s˜(i) + s˜(i) ⊗ n˜(i)
))
und fu¨r die Ableitung
E˙(i)r = γ
(i)
r γ˙
(i)
r n˜
(i) ⊗ n˜(i) +
1
2
γ˙(i)r
(
n˜(i) ⊗ s˜(i) + s˜(i) ⊗ n˜(i)
)
.
Fu¨r Dˆ
(i)
r gilt:
Dˆ(i)r = F
(i)T−1
p E˙
(i)
r F
(i)−1
p (4.53)
= F(i)T−1p γ˙
(i)
r
(
γ(i)r n˜
(i) ⊗ n˜(i) +
1
2
(
n˜(i) ⊗ s˜(i) + s˜(i) ⊗ n˜(i)
))
F(i)−1p .
Mit
F(i)−1p = −γ
(i)
p s˜
(i) ⊗ nˆ(i) + s˜(i) ⊗ sˆ(i) + n˜(i) ⊗ nˆ(i) + v˜(i) ⊗ vˆ(i)
und
F(i)T−1p = −γ
(i)
p nˆ
(i) ⊗ s˜(i) + sˆ(i) ⊗ s˜(i) + nˆ(i) ⊗ n˜(i) + vˆ(i) ⊗ v˜(i)
ergibt sich
Dˆ(i)r = γ˙
(i)
r
{
(γ(i)r − γ
(i)
p )nˆ
(i) ⊗ nˆ(i) +
1
2
(
nˆ(i) ⊗ sˆ(i) + sˆ(i) ⊗ nˆ(i)
)}
. (4.54)
Damit la¨ßt sich die hinreichende Bedingung
Dˆ(i)r = γ˙
(i)
r
{
(γ(i)r − γ
(i)
p )nˆ
(i) ⊗ nˆ(i) +
1
2
(
nˆ(i) ⊗ sˆ(i) + sˆ(i) ⊗ nˆ(i)
)}
(4.55)
= s˙(i) Kˆ(i) [Zˆ(i)]
auswerten.
Ansatz:
Kˆ
(i) = b(i)Xˆ(i) ⊗ Xˆ(i) (4.56)
wobei
Xˆ(i) = (γ(i)r − γ
(i)
p )︸ ︷︷ ︸
=−γ(i)
k
nˆ(i) ⊗ nˆ(i) +
1
2
(
nˆ(i) ⊗ sˆ(i) + sˆ(i) ⊗ nˆ(i)
)
. (4.57)
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Vergleich von (4.55) mit (4.56) ergibt:
γ˙(i)r = γ˙
(i)
p − γ˙
(i)
k = s˙
(i) b(i)
{
−γ
(i)
k nˆ
(i) · Zˆ(i)nˆ(i) + sˆ(i) · Zˆ(i)nˆ(i)
}
(4.58)
oder auch
γ˙
(i)
k = γ˙
(i)
p − s˙
(i) b(i)
{
−γ
(i)
k nˆ
(i) · Zˆ(i)nˆ(i) + sˆ(i) · Zˆ(i)nˆ(i)
}
. (4.59)
(b(i) > 0)
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4.6.4 Berechnung des Verzerrungstensors Γˆ
(i)
k
Es gilt:
Γˆ
(i)
k = F
(i)
p
T−1
E
(i)
k F
(i)
p
−1
mit E
(i)
k = E
(i)
p − E
(i)
r . (4.60)
Mit
E(i)p =
1
2
(
(F(i)p )
TF(i)p − 1
)
=
1
2
((
ΦF˜(i)p
)T (
ΦF˜(i)p
)
− 1
)
=
1
2
(
(F˜(i)p )
T F˜(i)p − 1
)
E(i)r =
1
2
(
(F(i)r )
TF(i)r − 1
)
=
1
2
((
∆(i)r F˜
(i)
r
)T (
∆(i)r F˜
(i)
r
)
− 1
)
=
1
2
(
(F˜(i)r )
T F˜(i)r − 1
)
und
F˜(i)p = γ
(i)
p s˜
(i) ⊗ n˜(i) + s˜(i) ⊗ s˜(i) + n˜(i) ⊗ n˜(i) + v˜(i) ⊗ v˜(i)
F˜(i)r = γ
(i)
r s˜
(i) ⊗ n˜(i) + s˜(i) ⊗ s˜(i) + n˜(i) ⊗ n˜(i) + v˜(i) ⊗ v˜(i)
(F(i)p )
−1 = −γ(i)p s˜
(i) ⊗ nˆ(i) + s˜(i) ⊗ sˆ(i) + n˜(i) ⊗ nˆ(i) + v˜(i) ⊗ vˆ(i)
(F(i)p )
T−1 = −γ(i)p nˆ
(i) ⊗ s˜(i) + sˆ(i) ⊗ s˜(i) + nˆ(i) ⊗ n˜(i) + vˆ(i) ⊗ v˜(i)
ergibt sich fu¨r E
(i)
k
E
(i)
k =
γ
(i)
p
2
− γ
(i)
r
2
2
n˜(i) ⊗ n˜(i) +
γ
(i)
p − γ
(i)
r
2
(
n˜(i) ⊗ s˜(i) + s˜(i) ⊗ n˜(i)
)
.
Daraus folgt fu¨r Γˆ
(i)
k :
Γˆ
(i)
k = F
(i)
p
T−1
E
(i)
k F
(i)
p
−1
=
(
−2 γ(i)p
γ
(i)
p − γ
(i)
r
2
+
γ
(i)
p
2
− γ
(i)
r
2
2
)
nˆ(i) ⊗ nˆ(i) +
γ
(i)
p − γ
(i)
r
2
(
nˆ(i) ⊗ sˆ(i) + sˆ(i) ⊗ nˆ(i)
)
= −
γ
(i)
k
2
2
nˆ(i) ⊗ nˆ(i) +
γ
(i)
k
2
(
nˆ(i) ⊗ sˆ(i) + sˆ(i) ⊗ nˆ(i)
)
und somit
Γˆ
(i)
k = −
γ
(i)
k
2
2
nˆ(i) ⊗ nˆ(i) +
γ
(i)
k
2
(
nˆ(i) ⊗ sˆ(i) + sˆ(i) ⊗ nˆ(i)
)
. (4.61)
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Kapitel 5
Zusammenfassung des
Einkristallmodells
• Basisvektoren des (i)-ten Gleitsystems
sˆ(i) = Φ s˜(i) und nˆ(i) = Φ n˜(i) (5.1)
• Spezifische freie Energiefunktion
ψ = ψ˜e(Γ˜e) + ψ˜kin(Γ˜k) + ψiso (5.2)
• Elastizita¨tsgesetz
ψe = ψ˜e(Γ˜e) = ψe
(
Γˆe,Φ
)
(5.3)
Tˆ = ρRΦ
∂ψ˜e
∂Γ˜e
ΦT = ρR
∂ψe
∂Γˆe
(5.4)
• Plastische Deformationsgeschwindigkeit
Lˆp − Φ˙Φ
T =
1
n
n∑
i=1
{
Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T
}
(5.5)
Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T = γ˙(i)p sˆ
(i) ⊗ nˆ(i) (5.6)
Dˆ(i)p =
γ˙
(i)
p
2
(
sˆ(i) ⊗ nˆ(i) + nˆ(i) ⊗ sˆ(i)
)
(5.7)
△
Γˆp = Dˆp =
1
2n
n∑
i=1
γ˙(i)p
(
sˆ(i) ⊗ nˆ(i) + nˆ(i) ⊗ sˆ(i)
)
(5.8)
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• Fließregel fu¨r Viskoplastizita¨t
γ˙(i)p =
〈|τ (i) − ξ(i)| − k
(i)
0 〉
m(i)
η(i)
τ (i) − ξ(i)
|τ (i) − ξ(i)|
(5.9)
s˙(i) =
〈|τ (i) − ξ(i)| − k
(i)
0 〉
m(i)
η(i)
≥ 0 (5.10)
• Kinematische Verfestigung
ρRψkin =
1
n
n∑
i=1
ψ
(i)
kin =
1
n
n∑
i=1
ψ˜
(i)
kin(Γ˜
(i)
k ) =
1
n
n∑
i=1
ψ
(i)
kin(Γˆ
(i)
k , ∆
(i)) (5.11)
Zˆ(i) = ∆(i)
∂ψ˜
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
=
∂ψ
(i)
kin
∂Γˆ
(i)
k
(5.12)
γ˙
(i)
k = γ˙
(i)
p − s˙
(i) b(i)
{
−γ
(i)
k nˆ
(i) · Zˆ(i)nˆ(i) + sˆ(i) · Zˆ(i)nˆ(i)
}
(5.13)
Γˆ
(i)
k = −
γ
(i)
k
2
2
nˆ(i) ⊗ nˆ(i) +
γ
(i)
k
2
(
sˆ(i) ⊗ nˆ(i) + nˆ(i) ⊗ sˆ(i)
)
(5.14)
ξˆ
(i)
= (1− 2Γˆ
(i)
k )Zˆ
(i) (5.15)
• Entwicklung der Anisotropieachsen
Ωˆe = Wˆp − Φ˙Φ
T =
1
2n
n∑
i=1
γ˙(i)p
(
sˆ(i) ⊗ nˆ(i) − nˆ(i) ⊗ sˆ(i)
)
(5.16)
(Elastizita¨tsgesetz)
Ωˆ
(i)
k = Wˆp − ∆˙
(i)∆(i) T = Ωˆe − λ
(i)
∆ s˙
(i) ∂χˆ
(i)
∂ξˆ
(i)
A
(5.17)
(kinematische Verfestigung)
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Kapitel 6
Transformation des Modells auf die
Momentankonfiguration
6.1 Transformation der Basisvektoren
Die Basisvektoren sˆ(i) und nˆ(i) der Gleitsysteme in der Zwischenkonfiguration werden
mit Fe = VeRe auf die Momentankonfiguration transformiert. Fu¨r kleine elastische
Verzerrungen (Ve ≈ 1) gilt dann:
s(i) = Fe sˆ
(i) ≈ Resˆ
(i) = (ReΦ) s˜
(i) , (6.1)
n(i) = Fe nˆ
(i) ≈ Renˆ
(i) = (ReΦ) n˜
(i) . (6.2)
Im weiteren Verlauf der Arbeit wird der Tensor ReΦ nicht mehr als Multiplikation der
beiden Tensoren Re und Φ verstanden, sondern als ein Tensor (ReΦ), der Vektoren der
Bezugskonfiguration auf Vektoren in der Momentankonfiguration transformiert. Dies
soll durch die Klammer () um ReΦ ausgedru¨ckt werden.
6.1.1 Zeitliche A¨nderung der Basisvektoren
In der Bezugskonfiguration RR sind die Basisvektoren s˜
(i) und n˜(i) der Gleitsysteme
fest vorgegeben und damit verschwindet ihre zeitliche A¨nderung:
d
dt
s˜(i) = 0 und
d
dt
n˜(i) = 0 . (6.3)
In der Momentankonfiguration Rt gilt aber:
d
dt
s(i) =
d
dt
{
(ReΦ) s˜
(i)
}
= (ReΦ)
· s˜(i) = (ReΦ)
·(ReΦ)
T s(i) , (6.4)
d
dt
n(i) =
d
dt
{
(ReΦ) n˜
(i)
}
= (ReΦ)
· n˜(i) = (ReΦ)
·(ReΦ)
Tn(i) .
Hier ergeben sich nun zwei Mo¨glichkeiten, die zeitliche A¨nderung der Basisvektoren zu
berechnen:
• Man geht von den festen unvera¨nderlichen Basisvektoren s˜(i) und n˜(i) in RR aus,
berechnet noch (ReΦ)
· und multipliziert beide.
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• Man geht von den aktuellen Basisvektoren s(i) und n(i) in Rt aus, berechnet
(ReΦ)
·(ReΦ)T und multipliziert beide.
Nachteil: Numerische Ungenauigkeiten in den aktuellen Basisvektoren werden
gro¨ßer.
In dieser Arbeit habe ich mich daher fu¨r die erste Methode entschieden und bin immer
von den festen Basisvektoren s˜(i) und n˜(i) in der Bezugskonfiguration ausgegangen und
habe (ReΦ)
· berechnet.
6.1.2 Herleitung der Gleichungen fu¨r d
dt
(ReΦ) und
d
dt
(Re∆
(i))
Man beginnt mit dem elastischen Anteil des plastischen Spins in der Zwischenkonfigu-
ration:
Ωˆe = Wˆp − Φ˙Φ
T =
1
2n
n∑
i=1
γ˙(i)p
(
sˆ(i) ⊗ nˆ(i) − nˆ(i) ⊗ sˆ(i)
)
und formt diesen um zu:
Φ˙ΦT = Wˆp −
1
2n
n∑
i=1
γ˙(i)p
(
sˆ(i) ⊗ nˆ(i) − nˆ(i) ⊗ sˆ(i)
)
. (6.5)
Jetzt kann (ReΦ)
·(ReΦ)T ausmultipliziert werden:
(ReΦ)˙(ReΦ)
T = (Re)˙ ΦΦ
T︸ ︷︷ ︸
1
Re
T +Re
(
Φ˙ΦT
)
RTe (6.6)
Fu¨r Φ˙ΦT setzt man obige Beziehung ein und erha¨lt:
(ReΦ)˙(ReΦ)
T = (Re)˙ (Re)
T +ReWˆpR
T
e
−
1
2n
n∑
i=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) − n(i) ⊗ s(i)
)
. (6.7)
Nun ist noch die Identita¨t
(Re)˙(Re)
T +ReWˆpR
T
e = W
zu zeigen:
W =
1
2
(
L− LT
)
=
1
2
(
F˙F−1 −
(
F˙F−1
)T)
=
1
2
(
F˙F−1 − FT−1F˙T
)
=
1
2
(
(FeFp)˙(FeFp)
−1 − (FeFp)
T−1 ((FeFp) )˙
T
)
=
1
2
(
F˙eFpF
−1
p F
−1
e + FeF˙pF
−1
p F
−1
e −
(
FT−1e F
T−1
p
) (
FTp F˙
T
e + F˙
T
pF
T
e
))
=
1
2
(
F˙eF
−1
e + FeF˙pF
−1
p F
−1
e − F
T−1
e F˙
T
e − F
T−1
e F
T−1
p F˙
T
pF
T
e
)
=
1
2
(
F˙eF
−1
e −
(
F˙eF
−1
e
)T
+ FeF˙pF
−1
p F
−1
e −
(
FeF˙pF
−1
p F
−1
e
)T)
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Mit der polaren Zerlegung Fe = VeRe und der Annahme kleiner elastischer Verzerrun-
gen (Ve ≈ 1) vereinfacht sich die letzte Umformung zu:
W =
1
2
(
R˙eR
−1
e −
(
R˙eR
−1
e
)T
+ReF˙pF
−1
p R
−1
e −
(
ReF˙pF
−1
p R
−1
e
)T)
=
1
2
(
R˙eR
−1
e −
(
R˙eR
−1
e
)T
+ReF˙pF
−1
p R
−1
e −Re
(
F˙pF
−1
p
)T
RTe
)
=
1
2
(
R˙eR
T
e −ReR˙
T
e +Re
{
F˙pF
−1
p −
(
F˙pF
−1
p
)T}
RTe
)
.
Aus ReR
T
e = 1 folgt
d
dt
(
ReR
T
e
)
= R˙eR
T
e +ReR˙
T
e = 0 ⇒ ReR˙
T
e = −R˙eR
T
e
und damit
W = R˙eR
T
e +Re
{
1
2
(
F˙pF
−1
p −
(
F˙pF
−1
p
)T)}
︸ ︷︷ ︸
Wˆp
RTe . (6.8)
Damit ist die Identita¨t
W = R˙eR
T
e +ReWˆpR
T
e (6.9)
gezeigt.
Die endgu¨ltige Gleichung fu¨r (ReΦ)˙ (ReΦ)
T lautet nun:
(ReΦ)˙ (ReΦ)
T = W −
1
2n
n∑
i=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) − n(i) ⊗ s(i)
)
(6.10)
und fu¨r (ReΦ)˙ :
(ReΦ)˙ =
{
W−
1
2n
n∑
i=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) − n(i) ⊗ s(i)
)}
(ReΦ) . (6.11)
Mit analogen U¨berlegungen kann man aus
Ωˆ
(i)
k = Wˆp − ∆˙
(i)∆(i) T = Ωˆe − λ
(i)
∆ s˙
(i) ∂χˆ
(i)
∂ξˆ
(i)
A
eine Gleichung fu¨r (Re∆
(i))· gewinnen:
(Re∆
(i))˙ =
{
W−
1
2n
n∑
a=1
γ˙(a)p
(
s(a) ⊗ n(a) − n(a) ⊗ s(a)
)
+ λ
(i)
∆ s˙
(i)
(
Γ
(i)
k Z
(i) − Z(i)Γ
(i)
k
)}
(Re∆
(i))
(6.12)
Hierzu wurde fu¨r die konvexe Funktion χˆ(i) die einfache Mo¨glichkeit
χˆ(i)
(
ξˆ
(i)
A
)
=
1
2
(
ξˆ
(i)
A
)2
(6.13)
gewa¨hlt.
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6.2 Transformation des Modells auf die Momentan-
konfiguration
1. Vorgabe des Deformationsgradienten F
L = F˙F−1 . (6.14)
2. Almansischer Verzerrungstensor
A =
1
2
(
1−
(
FFT
)−1)
, (6.15)
Ae = A−Ap . (6.16)
3. Elastizita¨tsgesetz
Tˆ = ρRΦ
∂Ψ˜e
(
Γ˜e
)
∂Γ˜e
ΦT = ρR
∂Ψe
(
Γˆe,Φ
)
∂Γˆe
, Γ˜e = Φ
T ΓˆeΦ . (6.17)
Als Ansatz fu¨r das Potential ρRΨe(Γˆe,Φ) wird fu¨r kubische Symmetrie gewa¨hlt
(siehe Kapitel 2.2):
ρRΨe(Γˆe,Φ) =
1
2
Ce1I
e
1 + C
e
2I
e
2 + C
e
3I
e
3 (6.18)
mit
Xe := ΦT ΓˆeΦ = Γ˜e (6.19)
Ie1 = {X
e
11}
2 + {Xe22}
2 + {Xe33}
2 (6.20)
Ie2 = X
e
11X
e
22 +X
e
22X
e
33 +X
e
33X
e
11 (6.21)
Ie3 = {X
e
12}
2 + {Xe13}
2 + {Xe23}
2 . (6.22)
Mit der Definition
Mˆeij := (Φe˜i)⊗ (Φe˜j) (6.23)
und
e˜1 =
 10
0
 , e˜2 =
 01
0
 , e˜3 =
 00
1
 (6.24)
ko¨nnen die Invarianten Ie1 − I
e
3 umgeschrieben werden zu
Ie1 =
(
Γˆe · Mˆ
e
11
)2
+
(
Γˆe · Mˆ
e
22
)2
+
(
Γˆe · Mˆ
e
33
)2
Ie2 =
(
Γˆe · Mˆ
e
11
)(
Γˆe · Mˆ
e
22
)
+
(
Γˆe · Mˆ
e
22
)(
Γˆe · Mˆ
e
33
)
+
(
Γˆe · Mˆ
e
33
)(
Γˆe · Mˆ
e
11
)
Ie3 =
(
Γˆe · Mˆ
e
12
)2
+
(
Γˆe · Mˆ
e
13
)2
+
(
Γˆe · Mˆ
e
23
)2
. (6.25)
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Berechnung von
∂Ψe
(
Γˆe, Mˆ
e
ij
)
∂Γˆe
=
1
2
Ce1
∂Ie1
∂Γˆe
+ Ce2
∂Ie2
∂Γˆe
+ Ce3
∂Ie3
∂Γˆe
:
∂Ie1
∂Γˆe
= 2
{(
Γˆe · Mˆ
e
11
)
Mˆe11 +
(
Γˆe · Mˆ
e
22
)
Mˆe22 +
(
Γˆe · Mˆ
e
33
)
Mˆe33
}
∂Ie2
∂Γˆe
= Mˆe11
(
Γˆe · Mˆ
e
22
)
+
(
Γˆe · Mˆ
e
11
)
Mˆe22 + Mˆ
e
22
(
Γˆe · Mˆ
e
33
)
+
(
Γˆe · Mˆ
e
22
)
Mˆe33 + Mˆ
e
33
(
Γˆe · Mˆ
e
11
)
+
(
Γˆe · Mˆ
e
33
)
Mˆe11
∂Ie3
∂Γˆe
=
(
Γˆe · Mˆ
e
12
)
Mˆe12 +
(
Γˆe · Mˆ
e
21
)
Mˆe21 +
(
Γˆe · Mˆ
e
13
)
Mˆe13 +(
Γˆe · Mˆ
e
31
)
Mˆe31 +
(
Γˆe · Mˆ
e
23
)
Mˆe23 +
(
Γˆe · Mˆ
e
32
)
Mˆe32 .
(6.26)
Dies kann nun mit
Γˆe = F
T
eAeFe = R
T
eVeAeVeRe (6.27)
und
S = FeTˆF
T
e = ρRFe
∂Ψe
∂Γˆe
FTe = ρRVeRe
∂Ψe
∂Γˆe
RTeVe (6.28)
auf die Momentankonfiguration transformiert werden.
Unter der Annahme kleiner elastischer Verzerrungen (Ve ≈ 1) folgt fu¨r das auf
die Momentankonfiguration transformierte orthotrope Elastizita¨tsgesetz
S = Ce1 {(Ae ·M
e
11)M
e
11 + (Ae ·M
e
22)M
e
22 + (Ae ·M
e
33)M
e
33}
+ Ce2 {M
e
11(Ae ·M
e
22) + (Ae ·M
e
11)M
e
22+
Me22(Ae ·M
e
33) + (Ae ·M
e
22)M
e
33 +
Me33(Ae ·M
e
11) + (Ae ·M
e
33)M
e
11}
+ Ce3 {M
e
12(Ae ·M
e
12) + (Ae ·M
e
21)M
e
21+
Me23(Ae ·M
e
23) + (Ae ·M
e
32)M
e
32 +
Me31(Ae ·M
e
31) + (Ae ·M
e
13)M
e
13} . (6.29)
Dabei sind die Strukturtensoren im Elastizita¨tsgesetz
Meij := (ReΦ) e˜i ⊗ (ReΦ) e˜j . (6.30)
4. Kinematische Verfestigung
Γˆ
(i)
k = −
γ
(i)
k
2
2
nˆ(i) ⊗ nˆ(i) +
γ
(i)
k
2
(
sˆ(i) ⊗ nˆ(i) + nˆ(i) ⊗ sˆ(i)
)
.
Die thermodynamisch konjugierte Spannung zu Γˆ
(i)
k ist:
Zˆ(i) = ∆(i)
∂Ψ˜kin
(
Γ˜
(i)
k
)
∂Γ˜
(i)
k
∆(i)
T
=
∂Ψkin
(
Γˆ
(i)
k ,∆
(i)
)
∂Γˆ
(i)
k
, Γ˜
(i)
k = ∆
(i)T Γˆ
(i)
k ∆
(i) .
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Annahme: Ψkin
(
Γˆ
(i)
k ,∆
(i)
)
lautet analog zum Elastizita¨tsgesetz:
Ψkin
(
Γˆ
(i)
k ,∆
(i)
)
=
1
2
Ck1 I
k
1 + C
k
2 I
k
2 + C
k
3 I
k
3 (6.31)
mit
Xk := ∆(i)
T
Γˆ
(i)
k ∆
(i) = Γ˜
(i)
k (6.32)
Ik1 =
{
Xk11
}2
+
{
Xk22
}2
+
{
Xk33
}2
(6.33)
Ik2 = X
k
11X
k
22 +X
k
22X
k
33 +X
k
33X
k
11 (6.34)
Ik3 =
{
Xk12
}2
+
{
Xk13
}2
+
{
Xk23
}2
. (6.35)
Mit der Definition (
Mˆkrs
)(i)
:=
(
∆(i)e˜r
)
⊗
(
∆(i)e˜s
)
(6.36)
ko¨nnen die Invarianten Ik1 − I
k
3 umgeschrieben werden zu
Ik1 =
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk11
)(i))2
+
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk22
)(i))2
+
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk33
)(i))2
Ik2 =
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk11
)(i))(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk22
)(i))
+
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk22
)(i))(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk33
)(i))
+(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk33
)(i))(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk11
)(i))
Ik3 =
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk12
)(i))2
+
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk13
)(i))2
+
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk23
)(i))2
. (6.37)
Berechnung von
∂Ψkin
(
Γˆ
(i)
k ,
(
Mˆkrs
)(i))
∂Γˆ
(i)
k
=
1
2
Ck1
∂Ik1
∂Γˆ
(i)
k
+ Ck2
∂Ik2
∂Γˆ
(i)
k
+ Ck3
∂Ik3
∂Γˆ
(i)
k
:
∂Ik1
∂Γˆ
(i)
k
= 2
{(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk11
)(i))(
Mˆk11
)(i)
+
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk22
)(i))(
Mˆk22
)(i)
+(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk33
)(i))(
Mˆk33
)(i)}
(6.38)
∂Ik2
∂Γˆ
(i)
k
=
(
Mˆk11
)(i)(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk22
)(i))
+
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk11
)(i))(
Mˆk22
)(i)
+
(
Mˆk22
)(i)(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk33
)(i))
+
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk22
)(i))(
Mˆk33
)(i)
+(
Mˆk33
)(i)(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk11
)(i))
+
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk33
)(i))(
Mˆk11
)(i)
(6.39)
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∂Ik3
∂Γˆ
(i)
k
=
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk12
)(i))(
Mˆk12
)(i)
+
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk21
)(i))(
Mˆk21
)(i)
+(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk13
)(i))(
Mˆk13
)(i)
+
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk31
)(i))(
Mˆk31
)(i)
+(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk23
)(i))(
Mˆk23
)(i)
+
(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mˆk32
)(i))(
Mˆk32
)(i)
.
(6.40)
Da Γˆ
(i)
k die Struktur eines Dehnungstensors in der Zwischenkonfiguration besitzt,
kann er durch
Γˆ
(i)
k = F
T
e Γ
(i)
k Fe = R
T
eVeΓ
(i)
k VeRe (6.41)
auf die Momentankonfiguration transformiert werden.
Der Spannungstensor der kinematischen Verfestigung transformiert sich durch
Z(i) = FeZˆ
(i)FTe = ρRFe
∂Ψkin
∂Γˆ
(i)
k
FTe = ρRVeRe
∂Ψkin
∂Γˆ
(i)
k
RTeVe (6.42)
auf die Momentankonfiguration.
Unter der Annahme kleiner elastischer Verzerrungen (Ve ≈ 1) folgt
Z(i) = Ck1
{(
Γ
(i)
k ·
(
Mk11
)(i)) (
Mk11
)(i)
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk22
)(i)) (
Mk22
)(i)
+(
Γ
(i)
k ·
(
Mk33
)(i)) (
Mk33
)(i)}
+ Ck2
{(
Mk11
)(i) (
Γ
(i)
k ·
(
Mk22
)(i))
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk11
)(i)) (
Mk22
)(i)
+(
Mk22
)(i) (
Γ
(i)
k ·
(
Mk33
)(i))
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk22
)(i)) (
Mk33
)(i)
+(
Mk33
)(i) (
Γ
(i)
k ·
(
Mk11
)(i))
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk33
)(i)) (
Mk11
)(i)}
+ Ck3
{(
Γ
(i)
k ·
(
Mk12
)(i)) (
Mk12
)(i)
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk21
)(i)) (
Mk21
)(i)
+(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mk13
)(i)) (
Mk13
)(i)
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk31
)(i)) (
Mk31
)(i)
+(
Γ
(i)
k ·
(
Mk23
)(i)) (
Mk23
)(i)
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk32
)(i)) (
Mk32
)(i)}
. (6.43)
Dabei sind die Strukturtensoren in der kinematischen Verfestigung(
Mkrs
)(i)
:=
(
Re∆
(i)
)
e˜r ⊗
(
Re∆
(i)
)
e˜s . (6.44)
5. Schmidsche Spannung im (i)-ten Gleitsystem
τ (i) := s(i) · S [n(i)] . (6.45)
6. Skalare kinematische Verfestigung im (i)-ten Gleitsystem
ξ(i) := s(i) ·
{
Z(i) − 2Γ
(i)
k Z
(i)
}
[n(i)] . (6.46)
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7. Viskoplastisches Fließgesetz
s˙(i) =
〈
|τ (i) − ξ(i)| − k
(i)
0
〉m(i)
η(i)
, (6.47)
γ˙(i)p =
(
τ (i) − ξ(i)
)
|τ (i) − ξ(i)|
· s˙(i) . (6.48)
8. Evolutionsgleichung fu¨r γ˙
(i)
k
γ˙
(i)
k = γ˙
(i)
p − s˙
(i)b(i)
{
−γ
(i)
k n
(i) · Z(i) [n(i)] + s(i) · Z(i) [n(i)]
}
. (6.49)
9. Evolutionsgleichungen fu¨r die Drehtensoren (ReΦ) und (Re∆
(i))
K := W −
1
2n
n∑
a=1
γ˙(a)p
(
s(a) ⊗ n(a) − n(a) ⊗ s(a)
)
, (6.50)
(ReΦ)˙ = K (ReΦ) , (6.51)
(Re∆
(i))˙ =
{
K+ λ
(i)
∆ s˙
(i)
(
Γ
(i)
k Z
(i) − Z(i)Γ
(i)
k
)}
(Re∆
(i)) . (6.52)
10. Evolution von Ap
Ausgehend von
△
Γˆp= Dˆp =
1
2n
n∑
i=1
γ˙(i)p
(
sˆ(i) ⊗ nˆ(i) + nˆ(i) ⊗ sˆ(i)
)
wird
△
Γˆp auf die Momentankonfiguration transformiert:
△
Ap= F
T−1
e
△
Γˆp F
−1
e = V
T−1
e R
T−1
e
△
Γˆp R
−1
e V
−1
e .
Unter der Annahme kleiner elastischer Verzerrungen (Ve ≈ 1) ergibt sich
△
Ap= Re
△
Γˆp R
−1
e =
1
2n
n∑
i=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) + n(i) ⊗ s(i)
)
. (6.53)
11. Evolution der Basisvektoren
s(i) = (ReΦ) s˜
(i) , (6.54)
n(i) = (ReΦ) n˜
(i) . (6.55)
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Kapitel 7
Zusammenfassung der Gleichungen
fu¨r kubische Symmetrie
• Almansischer Verzerrungstensor
Ae = A−Ap . (7.1)
• Elastizita¨tsgesetz
S = Ce1 {(Ae ·M
e
11)M
e
11 + (Ae ·M
e
22)M
e
22 + (Ae ·M
e
33)M
e
33}
+ Ce2 {M
e
11(Ae ·M
e
22) + (Ae ·M
e
11)M
e
22+
Me22(Ae ·M
e
33) + (Ae ·M
e
22)M
e
33 +
Me33(Ae ·M
e
11) + (Ae ·M
e
33)M
e
11}
+ Ce3 {M
e
12(Ae ·M
e
12) + (Ae ·M
e
21)M
e
21+
Me23(Ae ·M
e
23) + (Ae ·M
e
32)M
e
32 +
Me31(Ae ·M
e
31) + (Ae ·M
e
13)M
e
13} . (7.2)
Dabei lauten die Strukturtensoren im Elastizita¨tsgesetz
Meij := (ReΦ) e˜i ⊗ (ReΦ) e˜j . (7.3)
Ce1 , C
e
2, C
e
3 sind Materialkonstanten.
• Schmidsche Spannung im (i)-ten Gleitsystem
τ (i) := s(i) · S [n(i)] . (7.4)
• Skalare kin. Verfestigung im (i)-ten Gleitsystem
ξ(i) := s(i) ·
{
Z(i) − 2Γ
(i)
k Z
(i)
}
︸ ︷︷ ︸
ξ(i)
[n(i)] . (7.5)
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• Viskoplastisches Fließgesetz
γ˙(i)p =
(
τ (i) − ξ(i)
)
|τ (i) − ξ(i)|
· s˙(i) (7.6)
mit
s˙(i) =
〈
|τ (i) − ξ(i)| − k
(i)
0
〉m(i)
η(i)
. (7.7)
Hierbei sind m(i), η(i) und k
(i)
0 Materialkonstanten.
• Verzerrungstensor der kinematischen Verfestigung
Γ
(i)
k = −
γ
(i)
k
2
2
n(i) ⊗ n(i) +
γ
(i)
k
2
(
s(i) ⊗ n(i) + n(i) ⊗ s(i)
)
.
• Spannungstensor der kinematischen Verfestigung
Z(i) = Ck1
{(
Γ
(i)
k ·
(
Mk11
)(i)) (
Mk11
)(i)
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk22
)(i)) (
Mk22
)(i)
+(
Γ
(i)
k ·
(
Mk33
)(i)) (
Mk33
)(i)}
+ Ck2
{(
Mk11
)(i) (
Γ
(i)
k ·
(
Mk22
)(i))
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk11
)(i)) (
Mk22
)(i)
+(
Mk22
)(i) (
Γ
(i)
k ·
(
Mk33
)(i))
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk22
)(i)) (
Mk33
)(i)
+(
Mk33
)(i) (
Γ
(i)
k ·
(
Mk11
)(i))
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk33
)(i)) (
Mk11
)(i)}
+ Ck3
{(
Γ
(i)
k ·
(
Mk12
)(i)) (
Mk12
)(i)
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk21
)(i)) (
Mk21
)(i)
+(
Γˆ
(i)
k ·
(
Mk13
)(i)) (
Mk13
)(i)
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk31
)(i)) (
Mk31
)(i)
+(
Γ
(i)
k ·
(
Mk23
)(i)) (
Mk23
)(i)
+
(
Γ
(i)
k ·
(
Mk32
)(i)) (
Mk32
)(i)}
. (7.8)
Dabei lauten die Strukturtensoren in der kinematischen Verfestigung(
Mkrs
)(i)
:=
(
Re∆
(i)
)
e˜r ⊗
(
Re∆
(i)
)
e˜s . (7.9)
Ck1 , C
k
2 , C
k
3 sind Materialkonstanten.
• Evolutionsgleichung fu¨r γ˙
(i)
k
γ˙
(i)
k = γ˙
(i)
p − s˙
(i)b(i)
{
−γ
(i)
k n
(i) · Z(i) [n(i)] + s(i) · Z(i) [n(i)]
}
. (7.10)
Hierbei ist b(i) eine Materialkonstante.
• Evolution von Ap
△
Ap=
1
2n
n∑
i=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) + n(i) ⊗ s(i)
)
. (7.11)
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• Evolutionsgleichung fu¨r den Drehtensor (ReΦ)
(ReΦ)˙ :=
{
W −
1
2n
n∑
i=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) − n(i) ⊗ s(i)
)}
(ReΦ) . (7.12)
• Evolutionsgleichungen fu¨r die Drehtensoren (Re∆
(i))
K := W −
1
2n
n∑
a=1
γ˙(a)p
(
s(a) ⊗ n(a) − n(a) ⊗ s(a)
)
,
(Re∆
(i))˙ =
{
K+ λ
(i)
∆ s˙
(i)
(
Γ
(i)
k Z
(i) − Z(i)Γ
(i)
k
)}
(Re∆
(i)) . (7.13)
Hierbei ist λ
(i)
∆ eine Materialkonstante.
• Basisvektoren
s(i) = (ReΦ) s˜
(i) , (7.14)
n(i) = (ReΦ) n˜
(i) . (7.15)
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Kapitel 8
Numerik
Um das Materialmodell aus den letzten Kapiteln numerisch behandeln zu ko¨nnen,
mu¨ssen neben algebraischen Gleichungen auch folgende Differentialgleichungen gelo¨st
werden:
1. Evolution von Ap
d
dt
Ap =
1
2n
n∑
i=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) + n(i) ⊗ s(i)
)
− LTAp −ApL . (8.1)
Anfangswert: Ap(t = 0) = 0 .
2. Evolution fu¨r den Drehtensor (ReΦ)
d
dt
(ReΦ) =
{
W−
1
2n
n∑
1=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) − n(i) ⊗ s(i)
)}
(ReΦ) . (8.2)
Anfangswert: (ReΦ)(t = 0) = (ReΦ)0 .
3. Evolutionsgleichung fu¨r die Drehtensoren (Re∆
(i))
K := W −
1
2n
n∑
a=1
γ˙(a)p
(
s(a) ⊗ n(a) − n(a) ⊗ s(a)
)
,
d
dt
(Re∆
(i)) =
{
K+ λs˙
(
Γ
(i)
k Z
(i) − Z(i)Γ
(i)
k
)}
(Re∆
(i)) . (8.3)
Anfangswerte: (Re∆
(i))(t = 0) = (ReΦ)0 (= dem idealen Gitter) .
Es handelt sich hier um ein System von Differentialgleichungen 1.Ordnung, die zu-
sammen mit den algebraischen Gleichungen mit dem Runge-Kutta-Verfahren gelo¨st
wurden.
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Achtung:
Bei der Lo¨sung des Differentialgleichungssystems ist zu beachten, daß die Drehtensoren
orthogonale Tensoren bleiben mu¨ssen. Dies fu¨hrt zu einer besonderen Darstellung der
Drehtensoren bei der Lo¨sung des Differentialgleichungssystems.
Ein Beispiel zur Verdeutlichung der Problematik:
Der Drehtensor (ReΦ) sei zum Zeitpunkt t = 0 orthogonal und mit (ReΦ)0 abgeku¨rzt.
Als Evolutionsgleichung sei gegeben:
d
dt
(ReΦ) = N mit N ∈ R
3x3\{0} . (8.4)
Anfangswert: (ReΦ)(t = 0) = (ReΦ)0 als orthogonaler Tensor vorgegeben.
Explizit-Euler (der Einfachheit halber) ergibt nun:
(ReΦ)1 = (ReΦ)0 +∆t ·N . (8.5)
Die Orthogonalita¨tsbedingung fu¨r (ReΦ)1 liefert :
(ReΦ)
T
1 (ReΦ)1 = [(ReΦ)0 +∆t ·N]
T [(ReΦ)0 +∆t ·N]
= (ReΦ)
T
0 (ReΦ)0︸ ︷︷ ︸
1
+∆t ·NT (ReΦ)0 + (ReΦ)
T
0 ∆t ·N+∆t
2 ·NTN
= 1 +∆t
{
NT (ReΦ)0 + (ReΦ)
T
0 N+N
TN
}︸ ︷︷ ︸
im Allgemeinen 6=0
.
Somit ist fu¨r jedes ∆t 6= 0 die Orthogonalita¨t des Tensors (ReΦ)1 verletzt.
Eine Mo¨glichkeit aus der Problematik herauszukommen, ist folgende Idee:
Jeder Drehtensor la¨ßt sich aus 3 Generatoren aufbauen.
Gebra¨uchliche Generatoren sind die 3 Euler-Winkel oder die Rodriguez-Formulierung.
Die Idee ist nun, aus den Differentialgleichungen fu¨r die Drehtensoren Differentialglei-
chungen fu¨r die Generatoren herzuleiten und anschließend die Drehtensoren daraus
aufzubauen. Damit bleibt die Orthogonalita¨t der Drehtensoren gesichert.
8.1 Euler Winkel
Drehung um die z-Achse, (x-Achse ⇒ x’-Achse, y-Achse ⇒ y’-Achse):
Dz(φ) :=
 cosφ − sin φ 0sinφ cosφ 0
0 0 1
 . (8.6)
Drehung um die y’-Achse, (x’-Achse ⇒ x”-Achse, z-Achse ⇒ z’-Achse):
Dy′(θ) :=
 cos θ 0 − sin θ0 1 0
sin θ 0 cos θ
 . (8.7)
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Drehung um die z’-Achse, (y’-Achse ⇒ y”-Achse, x”-Achse ⇒ x”’-Achse):
Dz′(ψ) :=
 cosψ − sinψ 0sinψ cosψ 0
0 0 1
 . (8.8)
Jede beliebige Drehung O ∈ SO(3) im Raum R3 la¨ßt sich durch Hintereinanderschal-
tung der Drehungen Dz(φ), Dy′(θ) und Dz′(ψ) darstellen:
O = Dz′(ψ) ◦Dy′(θ) ◦Dz(φ) . (8.9)
Bezu¨glich eines raumfesten (x,y,z)-Koordinatensystems la¨ßt sich O in Komponenten
darstellen:
O =
 cosψ cosφ cos θ − sinφ sinψ − cosψ cos θ sinφ− cosφ sinψ − cosψ sin θsinψ cos θ cosφ+ cosψ sinφ − sinψ cos θ sinφ+ cosφ cosψ − sinψ sin θ
sin θ cosφ − sin θ sin φ cos θ
 .
(8.10)
8.2 Parametrisierung der Tensoren (ReΦ) und (Re∆
(i))
mit Euler-Winkeln
Der Tensor (ReΦ) wird wie in Gleichung (8.10) parametrisiert:
(ReΦ) =
 O11 O12 O13O21 O22 O23
O31 O32 O33
 .
Dabei sind:
O11 = cosψ cosφ cos θ − sinφ sinψ
O12 = − cosψ cos θ sin φ− sinψ cosφ
O13 = − cosψ sin θ
O21 = sinψ cos θ cos φ+ cosψ sin φ
O22 = − sinψ cos θ sinφ+ cosφ cosψ
O23 = − sinψ sin θ
O31 = sin θ cosφ
O32 = − sin θ sinφ
O33 = cos θ .
Die Parametrisierung der Drehtensoren (Re∆
(i)) erfolgt analog mit den Winkeln φ
(i)
∆ ,
θ
(i)
∆ und ψ
(i)
∆ .
8.2.1 Ableitungen der Tensoren (ReΦ) und (Re∆
(i))
Mit der obigen Darstellung fu¨r (ReΦ) la¨ßt sich die Evolutionsgleichung fu¨r (ReΦ)
folgendermaßen schreiben:
d (ReΦ)
dt
=
d
dt
 O11 O12 O13O21 O22 O23
O31 O32 O33
 = {W − 1
2n
n∑
1=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) − n(i) ⊗ s(i)
)}
(ReΦ) .
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Die Ableitungen lauten komponentenweise:
dO11
dt
= − sinψψ˙ cos φ cos θ − cosψ sinφφ˙ cos θ − cosψ cosφ sin θθ˙
− cos φφ˙ sinψ − sinφ cosψψ˙
dO12
dt
= sinψψ˙ cos θ sin φ+ cosψ sin θθ˙ sinφ− cosψ cos θ cos φφ˙
− cosψψ˙ cosφ+ sinψ sin φφ˙
dO13
dt
= sinψψ˙ sin θ − cosψ cos θθ˙
dO21
dt
= cosψψ˙ cos θ cosφ− sinψ sin θθ˙ cosφ− sinψ cos θ sinφφ˙
− sinψψ˙ sin φ+ cosψ cos φφ˙
dO22
dt
= − cosψψ˙ cos θ sin φ+ sinψ sin θθ˙ sinφ− sinψ cos θ cosφφ˙
− sin φφ˙ cosψ − cosφ sinψψ˙
dO23
dt
= − cosψψ˙ sin θ − sinψ cos θθ˙
dO31
dt
= cos θθ˙ cos φ− sin θ sin φφ˙
dO32
dt
= − cos θθ˙ sinφ− sin θ cosφφ˙
dO33
dt
= − sin θθ˙ .
Nun wa¨hlt man aus den 9 skalaren Gleichungen drei (mo¨glichst einfache) aus, z.B. die
(1,3), (3,1) und (3,3) Komponente:
Abku¨rzung:
K := W−
1
2n
n∑
i=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) − n(i) ⊗ s(i)
)
.
(1,1)-Komponente:
{K (ReΦ)}(11) = − sinψψ˙ cosφ cos θ − cosψ sinφφ˙ cos θ − cosψ cos φ sin θθ˙
− cos φφ˙ sinψ − sinφ cosψψ˙ . (8.11)
(1,2)-Komponente:
{K (ReΦ)}(12) = sinψψ˙ cos θ sinφ+ cosψ sin θθ˙ sinφ− cosψ cos θ cosφφ˙
− cosψψ˙ cosφ+ sinψ sinφφ˙ . (8.12)
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(2,1)-Komponente:
{K (ReΦ)}(21) = cosψψ˙ cos θ cosφ− sinψ sin θθ˙ cosφ− sinψ cos θ sin φφ˙
− sinψψ˙ sinφ+ cosψ cosφφ˙ . (8.13)
Die drei Komponentengleichungen ko¨nnen als Gleichungssystem geschrieben werden,
das numerisch gelo¨st werden kann: − cosψ sinφ cos θ − cos φ sinψ − cosψ cosφ sin θ − sinψ cos φ cos θ − sin φ cosψ− cosψ cos θ cos φ+ sinψ sin φ cosψ sin θ sinφ sinψ cos θ sin φ− cosψ cosφ
− sinψ cos θ sinφ+ cosψ cosφ − sinψ sin θ cosφ cosψ cos θ cosφ− sinψ sinφ

·
 φ˙θ˙
ψ˙
 =
 {K(ReΦ)}(11){K(ReΦ)}(12)
{K(ReΦ)}(21)
 .(8.14)
Bei der numerischen Lo¨sung des Materialmodells werden nun diese 3 Gleichungen fu¨r
θ˙, φ˙, ψ˙ anstelle der Differentialgleichung fu¨r (ReΦ)˙ benutzt. Sobald die Winkel φ, θ, ψ
fu¨r den neuen Zeitschritt bekannt sind, kann daraus der Tensor (ReΦ) aufgebaut wer-
den und seine Orthogonalita¨t bleibt erhalten.
Da in den weiteren Rechnungen nur eine einfache Scherung in der (x, z)-Ebene be-
trachtet wird, fallen die Winkel φ und ψ weg und nur der Winkel θ bleibt u¨brig.
Analoges gilt fu¨r die Drehtensoren (Re∆
(i)) mit den Winkeln φ
(i)
∆ , θ
(i)
∆ und ψ
(i)
∆ .
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Kapitel 9
Ergebnisse des Einkristallmodells
Mit dem hergeleiteten Materialmodell zur Beschreibung von anisotropem, elastisch-
plastischem Einkristall-Materialverhalten werden in diesem Kapitel fu¨r einige einfa-
che Belastungen Testrechnungen durchgefu¨hrt. Damit soll gezeigt werden, daß das
Materialmodell in der Lage ist, durch geeignete Wahl der Materialparameter ein phy-
sikalisch sinnvolles Materialverhalten eines Einkristalls vorherzusagen. Das Einkristall-
Modell ist allerdings beschra¨nkt auf den Fall von Anisotropie, die von Anfang an in
dem Material vorherrscht (z.B. kubische Kristallsymmetrie), und bei der mit zuneh-
mender Deformation nur Rotationen der Anisotropieachsen induziert werden.
Hinweise:
1. Die Rechnungen werden nur fu¨r einfache Scherung durchgefu¨hrt. Der Grund ist
die einfache Gestalt des Deformationsgradienten F. Außerdem werden bei einfa-
cher Scherung Rotationen des Kristallgitters angeregt, die besonders untersucht
werden sollen.
2. Die entwickelte Theorie gilt fu¨r Kristallsysteme mit n Gleitsystemen. Daher
ko¨nnen Rechnungen mit verschiedener Anzahl von Gleitsystemen durchgefu¨hrt
werden. Zuerst werden Rechnungen mit einem, dann mit zwei senkrecht aufein-
ander stehenden und zuletzt mit allen 12 Gleitsystemen ausgefu¨hrt.
3. Das hergeleitete Materialmodell wird mit Modellen aus der Literatur verglichen.
Diese Modelle beinhalten die Anisotropie nur in den plastischen Gleichungen, das
Elastizita¨tsgesetz wird isotrop formuliert. Diese Vorgehensweise wurde hier u¨ber-
nommen und das Elastizita¨tsgesetz ist im folgenden deshalb isotrop formuliert.
4. Fu¨r die Rechnungen mit einem und zwei senkrecht aufeinander stehenden Gleit-
systemen wird die Fliessgrenze k0 konstant gelassen und die kinematische Verfe-
stigung ausgeschaltet. Eine Entwicklung der isotropen und kinematischen Verfe-
stigung erfolgt erst im Kapitel mit dem vollen f.c.c. Kristallsystem (12 Gleitsy-
steme).
5. In den Rechnungen fu¨r das volle f.c.c. Kristallsystem (12 Gleitsysteme) werden
sich physikalisch nicht sinnvolle Ergebnisse fu¨r die Rotationen ergeben. Deshalb
werden ”Kopplungseffekte” in die Evolutionsgleichungen fu¨r die isotrope und
kinematische Verfestigung eingefu¨hrt, die die Rotationen sinnvoll stabilisieren.
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9.1 Grundlegendes zur einfachen Scherung
Um eine Materialantwort durch quasianalytisches Lo¨sen des in Kapitel 7 angegebenen
Anfangs-Randwertproblems zu erhalten, muß eine Belastung gewa¨hlt werden, bei der
sich ein homogener Deformationszustand und ein homogener Spannungszustand im
Ko¨rper einstellt. Dies ist z.B. bei einfacher Scherung der Fall. Hierbei wird ein Quader
an der Unterseite festgehalten und an der Oberseite eine Verschiebung u in tangentialer
Richtung entlang einer Quaderseite aufgebracht (siehe Abbildung 9.1). Wird mit
γ = tan θ (9.1)
eine Scherung definiert, wobei φ = φ(t) den Winkel der Scherung beschreibt, lautet der
sich einstellende Deformationsgradient (γ(t) = Scherung)
F =
 1 0 γ0 1 0
0 0 1
 (9.2)
Der Geschwindigkeitsgradient mit symmetrischer Verzerrungsgeschwindigkeit und an-
tisymmetrischem Wirbeltensor ist durch
L =
 0 0 γ˙0 0 0
0 0 0
 , D =
 0 0 γ˙20 0 0
γ˙
2
0 0
 , W =
 0 0 γ˙20 0 0
− γ˙
2
0 0
 (9.3)
gegeben, wobei mit γ˙ die Ableitung der Scherung γ nach der Zeit t bezeichnet wird.
Fu¨r diese Geometrie und diese Randbedingungen werden die Differentialgleichungen
mit Hilfe des Runge-Kutta-Verfahrens gelo¨st.
θ
x1
x3
u
x2
Abbildung 9.1: Einfache Scherung
Bei den Untersuchungen fu¨r kubisches Materialverhalten wird davon ausgegangen, daß
das Dreibein der Hauptachsen des kubischen Kristalls (m(1),m(2),m(3)) so orientiert
ist, daß die m(2)-Achse immer in x2-Richtung zeigt, und die (m
(1),m(3))-Ebene somit
in der Scherebene (x1,x3) liegt.
Die Orientierung der Anisotropieachsen im Elastizita¨tsgesetz und in der kinematischen
Verfestigung werden damit durch einen Winkel θe bzw. θk beschrieben, wa¨hrend die
anderen Eulerwinkel die Werte φe = 0
◦, ψe = 0◦ bzw. φk = 0◦, ψk = 0◦ haben.
Die Drehung des ungesto¨rten Gitters wird somit durch den Winkel θe beschrieben, wo-
bei das (i)-te Gleitsystem um eine lokale Sto¨rstelle mit dem Winkel θ
(i)
k rotiert.
Trotz des eigentlich zweidimensionalen Problems wurden diese Testrechnungen mit dem
kompletten dreidimensionalen Modell durchgefu¨hrt, um auch hier eventuelle Effekte,
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die aus der Scherebene herausfu¨hren, zu beru¨cksichtigen.
Ein Problem zur pha¨nomenologischen Beschreibung des Materialverhaltens besteht
darin, geeignete Materialparameter zu bestimmen. Hierzu mu¨ssen Experimente gefun-
den werden, aus denen dann mit geeigneten Verfahren (z.B. neuronale Netze) die Mate-
rialparameter ermittelt werden ko¨nnen. Da dies im Rahmen dieser Arbeit nicht mo¨glich
war, wurden die Materialparameter so angenommen, daß physikalisch akzeptable Er-
gebnisse erhalten werden.
Ce1 = 170000 MPa C
k
1 = 2000 MPa
Ce2 = 124000 MPa C
k
2 = 2000 MPa
Ce3 = 76000 MPa C
k
3 = 1600 MPa
k0 = 150 MPa b = 1E-5
m = 3.0 λ = 0.1
η = 20000 (MPa)ms
γ˙ = 0.1 s−1
Tabelle 9.1: Tabelle der Materialparameter fu¨r kubisches Kristallsystem
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9.2 Rotation von einer Gleitebene beim elastisch-
plastischen Ko¨rper
x
n(1)
z
s(1)
θ
Abbildung 9.2: Ein Gleitsystem
Definition des Gleitsystems:
s(1) =
 cos θ0
− sin θ
 , n(1) =
 sin θ0
cos θ
 (9.4)
Der Einfachheit halber wird hier ein isotropes Elastizita¨tsgesetz verwendet.
S = 2µAe + λ sp(Ae)1 . (9.5)
Die Materialkonstanten µ und λ errechnen sich aus:
µ =
E
2 + 2ν
, λ =
E ν
(1 + ν)(1− 2ν)
(Elastizita¨tsmodul und die Querkontraktionszahl: E = 210000 MPa und ν = 0.3) .
Als Startorientierung wird der Winkel θ = θe = θk = 0
◦ gewa¨hlt.
Die Fließgrenze k0 ist konstant und die kinematische Verfestigung ist ausgeschaltet.
Ergebnis:
Als Ergebnis erha¨lt man eine Schwingung des Winkels θe und der Spannung σ13.
Dieses Ergebnis wird hier nicht weiter untersucht und ist nur zur Einfu¨hrung darge-
stellt.
Fu¨r weitere Untersuchung eignet sich z.B. die Abha¨ngigkeit der Schwingungsdauer von
den Materialparametern.
60
Abbildung 9.3: Spannung σ13 bei einem Gleitsystem
Abbildung 9.4: Drehwinkel θe bei einem Gleitsystem
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9.3 Rotation von zwei senkrecht aufeinander ste-
henden Gleitebenen
Erstes Gleitsystem:
x
n(1)
z
s(1)
θ
Abbildung 9.5: Gleitsystem Nr. 1
Zweites Gleitsystem:
x
n(2) s
(2)
z
θ
Abbildung 9.6: Gleitsystem Nr. 2
Definition der Gleitsysteme:
Erstes Gleitsystem
sˆ(1) =
 cos θ0
− sin θ
 , nˆ(1) =
 sin θ0
cos θ
 (9.6)
Zweites Gleitsystem
sˆ(2) =
 sin θ0
cos θ
 , nˆ(2) =
 − cos θ0
sin θ
 (9.7)
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Der Einfachheit halber wird auch hier ein isotropes Elastizita¨tsgesetz verwendet.
S = 2µAe + λ sp(Ae)1 . (9.8)
Die Materialkonstanten µ und λ errechnen sich aus:
µ =
E
2 + 2ν
, λ =
E ν
(1 + ν)(1− 2ν)
Der Elastizita¨tsmodul und die Querkontraktionszahl sind E = 210000 MPa und ν = 0.3
.
Als Startorientierung werden verschiedene Winkel θ = θe = θk zwischen −90
◦ und
90◦ gewa¨hlt.
Auch hier ist die isotrope Verfestigung konstant und die kinematische Verfestigung
ausgeschaltet.
Als Ergebnis erha¨lt man eine fortlaufende Rotation des Winkels θe. Dieser ist fu¨r alle
Startorientierungen gemeinsam in der Abbildung zum Verlauf der Dehnung aufgetra-
gen.
Die zugeho¨rigen Spannungsverla¨ufe der Schubspannung σ13 zeigen periodisches Verhal-
ten. Dieser periodische Spannungsverlauf ist damit zu erkla¨ren, daß nach einer Drehung
von 90◦ um die x2-Achse die gleichen Gleitsysteme im kubischen Kristall vorliegen.
Es gilt somit σ13(θ
1
e) = σ13(θ
0
e) fu¨r θ
1
e = θ
0
e ± 90
◦. (Gleichheit der Spannungen nach
einer Drehung um 90◦).
Abbildung 9.7: Drehwinkel θe bei zwei senkrecht aufeinander stehenden Gleitsystemen
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Abbildung 9.8: Spannung σ13 bei zwei senkrecht aufeinander stehenden Gleitsystemen
In den folgenden Abschnitten wird die Rotation eines Ko¨rper mit zwei senkrecht aufein-
ander stehenden Gleitsystemen fu¨r rein plastisches und danach fu¨r elastisch-plastisches
Materialverhalten analytisch untersucht.
Dazu wird als Hilfsmittel der plastische Anteil des symmetrischen Geschwindigkeits-
gradienten Dp beno¨tigt:
Auswertung der kinematischen Beziehungen D =
△
Ae +
△
Ap
In der Zwischenkonfiguration lautet Lˆp:
Lˆp − Φ˙Φ
T =
1
2
2∑
i=1
γ˙(i)p
(
sˆ(i) ⊗ nˆ(i)
)
(9.9)
und dessen symmetrischer Anteil Dˆp:
Dˆp =
1
4
2∑
i=1
γ˙(i)p
(
sˆ(i) ⊗ nˆ(i) + nˆ(i) ⊗ sˆ(i)
)
. (9.10)
In der Momentankonfiguration lautet Dp:
Dp =
△
Ap= Re DˆpR
T
e =
1
4
2∑
i=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) + n(i) ⊗ s(i)
)
. (9.11)
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Berechnung von s(1) ⊗ n(1) + n(1) ⊗ s(1) und s(2) ⊗ n(2) + n(2) ⊗ s(2):
s(1) ⊗ n(1) =
 cos θ0
− sin θ
⊗
 sin θ0
cos θ
 =
 sin θ cos θ 0 cos2 θ0 0 0
− sin2 θ 0 − sin θ cos θ

s(2) ⊗ n(2) =
 sin θ0
cos θ
⊗
 − cos θ0
sin θ
 =
 − sin θ cos θ 0 sin2 θ0 0 0
− cos2 θ 0 sin θ cos θ

s(1) ⊗ n(1) + n(1) ⊗ s(1) =
 2 sin θ cos θ 0 cos2 θ − sin2 θ0 0 0
cos2 θ − sin2 θ 0 −2 sin θ cos θ

s(2) ⊗ n(2) + n(2) ⊗ s(2) =
 −2 sin θ cos θ 0 sin2 θ − cos2 θ0 0 0
sin2 θ − cos2 θ 0 2 sin θ cos θ
 .
Damit lautet Dp in der Momentankonfiguration
Dp =
γ˙
(1)
p − γ˙
(2)
p
4
 2 sin θ cos θ 0 cos2 θ − sin2 θ0 0 0
cos2 θ − sin2 θ 0 −2 sin θ cos θ
 (9.12)
und
D = De +
γ˙
(1)
p − γ˙
(2)
p
4
 2 sin θ cos θ 0 cos2 θ − sin2 θ0 0 0
cos2 θ − sin2 θ 0 −2 sin θ cos θ
 . (9.13)
9.3.1 Einfache Scherung bei starrplastischem Ko¨rper
Der Geschwindigkeitsgradient bei einfacher Scherung mit symmetrischer Verzerrungs-
geschwindigkeit und antisymmetrischem Wirbeltensor ist durch
L =
 0 0 γ˙0 0 0
0 0 0
 , D = 1
2
 0 0 γ˙0 0 0
γ˙ 0 0
 , W = 1
2
 0 0 γ˙0 0 0
−γ˙ 0 0
 (9.14)
mit γ˙ 6= 0 gegeben.
Fu¨r den starrplastischen Ko¨rper gilt nun:
D = Dp (9.15)
und damit
1
2
 0 0 γ˙0 0 0
γ˙ 0 0
 = γ˙(1)p − γ˙(2)p
4
 2 sin θ cos θ 0 cos2 θ − sin2 θ0 0 0
cos2 θ − sin2 θ 0 −2 sin θ cos θ
 . (9.16)
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Auswertung von (9.16):
Aus der (1,1)-Komponente ergibt sich:
0 = (γ˙(1)p − γ˙
(2)
p ) sin θ cos θ . (9.17)
Aus der (1,3)-Komponente ergibt sich:
γ˙ =
1
2
(γ˙(1)p − γ˙
(2)
p )(cos
2 θ − sin2 θ) mit γ˙ 6= 0 . (9.18)
Hinreichende Bedingungen zum Lo¨sen von (9.17):
Entweder
γ˙(1)p − γ˙
(2)
p = 0 und θ 6= n ·
pi
2
, n ∈ {0,±1,±2, ...} (9.19)
oder
γ˙(1)p − γ˙
(2)
p 6= 0 und θ = n ·
pi
2
, n ∈ {0,±1,±2, ...} (9.20)
Die erste Bedingung γ˙
(1)
p − γ˙
(2)
p = 0 fu¨hrt allerdings mit Gleichung (9.18) zu γ˙ = 0,
was ausgeschlossen war.
Als einzige Lo¨sung von (9.17) und (9.18) bleibt somit
1
2
(γ˙(1)p − γ˙
(2)
p ) = γ˙ 6= 0 und θ = n ·
pi
2
, n ∈ {0,±2,±4, ...} (9.21)
u¨brig.
Plastisches Fließen findet nur statt, wenn die Gleitebenen zu Beginn mit θ = 0◦ orien-
tiert sind.
Dabei lautet die Beziehung zwischen der a¨ußeren Schergeschwindigkeit γ˙ und den in-
neren Schergeschwindigkeiten in den Gleitebenen γ˙
(1)
p und γ˙
(2)
p :
γ˙ =
1
2
(γ˙(1)p − γ˙
(2)
p ) fu¨r θ = 0
◦ . (9.22)
Fu¨r die Entwicklung der Basisvektoren s(i) und n(i) eines jeden Gleitsystems gilt:
s˙(i) = (ReΦ)˙ (ReΦ)
T s(i) und n˙(i) = (ReΦ)˙ (ReΦ)
T n(i)
mit
(ReΦ)˙ (ReΦ)
T = W−
1
4
2∑
i=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) − n(i) ⊗ s(i)
)
. (9.23)
Mit dem vorgegebenen antisymmetrischen Wirbeltensor bei einfacher Scherung
W =
 0 0 γ˙20 0 0
− γ˙
2
0 0

lautet die Gleichung (9.23) fu¨r θ = 0◦:
(ReΦ)˙ (ReΦ)
T =
 0 0 γ˙20 0 0
− γ˙
2
0 0
− 1
4
γ˙(1)p
 0 0 10 0 0
−1 0 0
− 1
4
γ˙(2)p
 0 0 10 0 0
−1 0 0

=
 0 0 γ˙20 0 0
− γ˙
2
0 0
− 1
4
(γ˙(1)p + γ˙
(2)
p )
 0 0 10 0 0
−1 0 0
 . (9.24)
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Aus der (1,3)-Komponente folgt:
[
(ReΦ)˙ (ReΦ)
T
]
(1,3)
=
γ˙
2
−
1
4
(
γ˙(1)p + γ˙
(2)
p
)
. (9.25)
Annahme:
[
(ReΦ)˙ (ReΦ)
T
]
(1,3)
6= 0
Dies wu¨rde eine weitere Drehung der Gleitebenen bedeuten, insbesondere θ 6= 0◦. Damit
ist aber in Gleichung (9.17) sin θ cos θ 6= 0. Um Gleichung (9.17) dennoch zu erfu¨llen,
muß γ˙
(1)
p = γ˙
(2)
p sein.
Dies ergibt in Gleichung (9.18) γ˙ = 0, was im Widerspruch zur Voraussetzung γ˙ 6= 0
steht.
⇒ Damit muss
[
(ReΦ)˙ (ReΦ)
T
]
(1,3)
= 0 sein, und die Gleitsysteme drehen sich
wa¨hrend der Deformation nicht weiter.
Aus Gleichung (9.25) folgt damit:
γ˙ =
1
2
(
γ˙(1)p + γ˙
(2)
p
)
fu¨r θ = 0◦ (9.26)
Mit der Gleichung (9.22) folgt fu¨r θ = 0◦, daß γ˙(1)p = 2γ˙ und γ˙
(2)
p = 0 sind.
9.3.2 Einfache Scherung beim elastisch-plastischen Ko¨rper
Der Geschwindigkeitsgradient bei einfacher Scherung mit symmetrischer Verzerrungs-
geschwindigkeit und antisymmetrischem Wirbeltensor ist durch
L =
 0 0 γ˙0 0 0
0 0 0
 , D = 1
2
 0 0 γ˙0 0 0
γ˙ 0 0
 , W = 1
2
 0 0 γ˙0 0 0
−γ˙ 0 0
 (9.27)
mit γ˙ 6= 0 gegeben.
Annahme: Die Rotation der Vektoren s(i) und n(i) kommt zum Stillstand.
Die Evolutionsgleichungen fu¨r s(i) und n(i) lauten:
s˙(i) = (ReΦ)˙ (ReΦ)
T s(i) und n˙(i) = (ReΦ)˙ (ReΦ)
T n(i)
mit
(ReΦ)˙ (ReΦ)
T = W−
1
4
2∑
i=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) − n(i) ⊗ s(i)
)
. (9.28)
W ist vorgegeben und konstant.
Wenn die Rotation der Vektoren s(i) und n(i) zum Stillstand kommt, muß (ReΦ)˙ (ReΦ)
T =
0 gelten.
Damit (ReΦ)˙ (ReΦ)
T = 0 und somit s(i), n(i) konstant bleiben, muß γ˙
(i)
p ebenfalls
konstant bleiben.
γ˙(i)p =
τ (i)
|τ (i)|
〈
|τ (i)| − k0
〉m
η
!
= const (9.29)
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⇒ τ (i) muß ebenfalls konstant bleiben.
Aus τ (i) = s(i) · S[n(i)] und den Bedingungen, daß τ (i),n(i), s(i) konstant sein sollen,
folgt, daß der Spannungstensor S ebenfalls konstant sein muß.
Mit der weiteren Annahme eines isotropen Elastizita¨tsgesetzes
S = C1Ae + C2 Sp(Ae)I (9.30)
muß auch Ae konstant sein.
Damit reduziert sich die Beziehung
D = De +Dp =
△
Ae +
△
Ap
zu
D = LTAe +AeL+
△
Ap . (9.31)
△
Ap lautet in der Momentankonfiguration
Dp =
△
Ap =
1
4
2∑
i=1
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) + n(i) ⊗ s(i)
)
=
γ˙
(1)
p − γ˙
(2)
p
4
 2 sin θ cos θ 0 cos2 θ − sin2 θ0 0 0
cos2 θ − sin2 θ 0 −2 sin θ cos θ

Damit lautet die Gleichung D = LTAe +AeL+
△
Ap 0 0 γ˙20 0 0
γ˙
2
0 0
 = γ˙
 0 0 00 0 0
Ae11 Ae12 Ae13
+ γ˙
 0 0 Ae110 0 Ae21
0 0 Ae31

+
γ˙
(1)
p − γ˙
(2)
p
4
 2 sin θ cos θ 0 cos2 θ − sin2 θ0 0 0
cos2 θ − sin2 θ 0 −2 sin θ cos θ
 (9.32)
Aus der (1,1)-Komponente folgt:
0 = (γ˙(1)p − γ˙
(2)
p ) cos θ sin θ (9.33)
Aus der (3,3)-Komponente folgt:
0 = γ˙(Ae13 +Ae31)−
1
2
(γ˙(1)p − γ˙
(2)
p ) cos θ sin θ (9.34)
Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich:
0 = γ˙(Ae13 +Ae31) . (9.35)
Dies fu¨hrt auf die beiden Widerspru¨che, daß entweder γ˙ = 0 ist, was aber ausgeschlos-
sen war, oder Ae13 = −Ae31, d.h. Ae antisymmetrisch wa¨re, was auch falsch ist.
⇒ Die Annahme, daß die Rotation der Gleitebenen zum Stillstand kommt, ist falsch.
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9.4 Rotation von 12 Gleitebenen im kfz Gitter
9.4.1 Modellrechnungen ohne Kopplung
Hier wird nun das volle dreidimensionale Modell mit kubischer Symmetrie im Elasti-
zita¨tsgesetz und in der kinematischen Verfestigung verwendet.
Es werden folgende Materialparameter verwendet:
Ce1 = 170000 MPa C
k
1 = 2000 MPa
Ce2 = 124000 MPa C
k
2 = 2000 MPa
Ce3 = 76000 MPa C
k
3 = 1600 MPa
k0 = 150 MPa b = 1E-5
m = 3.0 λ = 0.1
η = 20000 (MPa)ms
γ˙ = 0.1 s−1
Tabelle 9.2: Tabelle der Materialparameter fu¨r kubisches Kristallsystem
Zuerst wird die Fließgrenze k0 konstant gelassen und die kinematische Verfestigung
abgeschaltet.
Ergebnis:
Als Ergebnis erha¨lt man eine fortlaufende Rotation der Achsen im Elastizita¨tsgesetz
und einen daraus resultierenden periodischen Spannungsverlauf. Man erha¨lt die gleiche
Spannung σ13, wenn θe um 90
◦ weitergedreht ist.
Das Gitter rotiert im Wesentlichen mit dem antisymmetrischen Anteil des Geschwin-
digkeitsgradienten ( d
dt
(ReΦ) =W (ReΦ)) und kommt nicht zum Stillstand. Der Spin
der plastischen Deformation fu¨hrt zu keiner Stabilisierung.
Abbildung 9.9: Winkel der Gitterrotation θe bei einfacher Scherung
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Abbildung 9.10: Spannungsverlauf von σ13, konstante Fließgrenze
Diese fortlaufende Rotation des Gitters wird aber fu¨r Einkristalle in der Natur bei
Scherung nicht beobachtet.
An der Halterung wu¨rden Bindungen abreißen und es dadurch zum Bruch des Materi-
als kommen.
Als na¨chstes wird eine Rechnung mit konstanter Fließgrenze k0 und eingeschalteter
kinematischer Verfestigung durchgefu¨hrt.
Abbildung 9.11: Spannungsverlauf von σ13 bei 12 Gleitsystemen mit eingeschalteter
kinematischer Verfestigung
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Man sieht erneut einen periodischen Spannungsverlauf und somit keine Stabilisierung
der Rotation.
Auf den folgenden Bildern erkennt man den Verlauf der kinematischen Verfestigung
ξ(i) in den verschiedenen Gleitsystemen fu¨r dieses Rechenbeispiel:
Abbildung 9.12: Kinematische Verfestigung in den Gleitsystemen 1, 4, 9, 12
Abbildung 9.13: Kinematische Verfestigung in den Gleitsystemen 2, 5, 8, 11
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Abbildung 9.14: Kinematische Verfestigung in den Gleitsystemen 3, 6, 7, 10
Auf der Abszisse ist die Scherung γ und auf der Ordinate die kinematische Verfestigung
ξ(i) aufgetragen.
Entscheidend ist folgendes:
Die kinematische Verfestigung ist in den einzelnen Gleitsystemen verschieden.
Leider werden von den einzelnen kinematischen Verfestigungen keine asymptotischen
Grenzwerte erreicht (die kinematischen Verfestigungen verlaufen periodisch), und da-
her ist mit keiner Stabilisierung der Gitterrotation zu rechnen.
Idee:
Die Rotation des Gitters kann stabilisiert werden, falls die Verfestigung in einigen
Gleitsystemen deutlich geringer wa¨re, als in anderen und somit das plastische Fließen
ausschließlich in den weniger verfestigten Gleitsystemen erfolgen wu¨rde. Dieser Zustand
darf sich im Laufe der Deformation nicht weiter a¨ndern.
Damit muß das bisherige Modell so erweitert werden, daß die Verfestigung in den ein-
zelnen Gleitebenen verschieden wird und asymptotische Grenzwerte erreicht.
Bis jetzt wurde nur eine konstante Fließgrenze und eine sich entwickelnde kinematische
Verfestigung im vorgestellten Einkristallmodell behandelt. Dadurch ergaben sich zwar
Gleitsysteme, die eine geringere Verfestigung als andere aufwiesen, dieser Zustand blieb
aber nicht stabil, sondern die einzelnen Gleitsysteme wechselten sich mit der Verfesti-
gung ab (siehe Bilder (9.12)-(9.14)).
Als neue Idee wird nun eine Kopplung zwischen den Gleitebenen zugelassen, sodaß
Verfestigungseffekte einer Gleitebene auf die Verfestigung einer anderen Gleitebene
Einfluß haben (Latente Verfestigung).
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9.4.2 Kopplung in der isotropen Verfestigung
Idee zur Beschreibung der isotropen Verfestigung:
Beim Durchschneiden der im Material isotrop verteilten Versetzungen treten kurzreich-
weitige Wechselwirkungen auf, die Energie im Gitter speichern ko¨nnen. Daher ist es
sinnvoll, die Freie Energiefunktion um einen Anteil ψis zu erweitern, der diese Energie
in der isotropen Verfestigung beschreibt. Um den isotropen Charakter hervorzuheben,
soll ψis von einer skalaren Verzerrung, r genannt, abha¨ngen.
ψ = ψe + ψkin + ψis (9.36)
Kopplung in der freien Energiefunktion:
Sei q(αβ) eine (12x12)-Kopplungsmatrix der Form
q =

A qA qA qA
qA A qA qA
qA qA A qA
qA qA qA A
 mit A =
 1 1 11 1 1
1 1 1
 (9.37)
wobei der Parameter q > 1.0 die sogenannte Latente Verfestigung beschreibt und bei
1.4 liegt (siehe hierzu Kocks [29]).
Im Nachfolgenden wird u¨ber doppelt auftretende Indizes summiert.
k(α) sei die isotrope Verfestigung, die sich nach
k(α) = k
(α)
0 +R
(α) (9.38)
aus einem festen Anteil k
(α)
0 und einem vera¨nderlichen Anteil R
(α) zusammensetzt.
Hierbei soll sich R(α) aus dem Potential Ψ(is) herleiten lassen:
R(α) =
∂ψis
∂r(α)
(9.39)
Hierbei ist r(α) die thermodynamisch Konjugierte zu R(α).
Der isotrope Anteil der freien Energiefunktion ψis mo¨ge die Form
ρRψis =
1
2
∑
α,β
ζq(αβ)r(α)r(β) (9.40)
haben (ζ > 0).
Damit ist
R(α) =
∂ψis
∂r(α)
= ζq(αβ)r(β) . (9.41)
Aus der Dissipationsungleichung
Pˆ · (Lˆp − Φ˙Φ
T )− ρR(ψ˙kin + ψ˙is) ≥ 0 (9.42)
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folgt dann:
n∑
i=1
{
(τ (i) − ξ(i)) γ˙(i)p −
∂ψis
∂r(i)
r˙(i)
}
≥ 0 (9.43)
⇔
n∑
i=1
{
(τ (i) − ξ(i)) γ˙(i)p −R
(i) r˙(i)
}
≥ 0 (9.44)
⇔
n∑
i=1
{
(τ (i) − ξ(i))(τ (i) − ξ(i))
|τ (i) − ξ(i)|
s˙(i) − R(i) r˙(i)
}
≥ 0 (9.45)
⇔
n∑
i=1
{
|τ (i) − ξ(i)| s˙(i) − R(i) r˙(i)
}
≥ 0 (9.46)
⇔
n∑
i=1
{
(|τ (i) − ξ(i)| − k(i) + k(i)) s˙(i) − R(i) r˙(i)
}
≥ 0 (9.47)
⇔
n∑
i=1
{
(|τ (i) − ξ(i)| − k(i)) s˙(i)
}
(9.48)
+
n∑
i=1
{
s˙(i)k(i) − R(i) r˙(i)
}
≥ 0 .
Hinreichende Bedingung zum Lo¨sen von (9.48):
n∑
i=1
{
(|τ (i) − ξ(i)| − k(i)) s˙(i)
}
≥ 0 ⇐ s˙(i) =
〈
|τ (i) − ξ(i)| − k(i)
〉m(i)
η(i)
(9.49)
und
n∑
i=1
{
s˙(i)k(i) − R(i) r˙(i)
}
=
n∑
i=1
{
s˙(i)(k
(i)
0 +R
(i))−R(i) r˙(i)
}
≥ 0
⇔
n∑
i=1
s˙(i)k
(i)
0︸ ︷︷ ︸
≥0
+
n∑
i=1
R(i)(s˙(i) − r˙(i)) ≥ 0 . (9.50)
Hinreichende Bedingung fu¨r R(i)(s˙(i) − r˙(i)) ≥ 0 ist:
R(i) = ζq(ij)r(j) ≥ 0 und s˙(i) − r˙(i) ≥ 0 . (9.51)
Mit der Annahme fu¨r r˙(i)
r˙(i) = (1− β(i)r(i))s˙(i) (9.52)
ist
s˙(i) − r˙(i) = β(i)r(i)s˙(i) ≥ 0 (9.53)
Integration von (9.52) liefert:
r(i)(t) =
1− e−β
(i)s(i)(t)
β(i)
≥ 0 . (9.54)
Damit ist r(i)(t) ≥ 0 fu¨r alle Zeiten und R(i) = ζq(ij)r(j) ≥ 0.
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q = 1.4
ζ = 14.0
β = 0.1
Tabelle 9.3: Tabelle der zusa¨tzlichen Materialparameter fu¨r Kopplung in der isotropen
Verfestigung
In den folgenden 3 Abbildungen sind der Verlauf der isotropen Verfestigung, der Verlauf
des Winkels θe und der Spannungsverlauf fu¨r einfache Scherung gezeigt. Als Startori-
entierung werden fu¨r θe die Winkel 0
◦, 30◦, 60◦, 90◦ gewa¨hlt.
Ergebnisse:
Isotrope Verfestigung (siehe Abbildung 9.15):
Hier sieht man, abha¨ngig von der Anfangsorientierung, eine Aufspaltung der isotropen
Verfestigung der 12 Gleitsysteme in zwei Gruppen. Welche Gleitsysteme durch welche
Linie dargestellt werden, wird hier nicht beru¨cksichtigt. Dies bricht nun die Symmetrie
des Gleitvermo¨gens in den 12 Gleitsystemen und begu¨nstigt das Gleiten auf den wenig
verfestigten Gleitsystemen. Dies ist der Grund, warum nun die Rotation des kubischen
Kristalls bei einfacher Scherung zum Stillstand kommt. Damit ist die vorgestellte Idee
zur Kopplung in der isotropen Verfestigung vernu¨nftig und sinnvoll.
Gitterrotation θe (siehe Abbildung 9.16):
Man sieht recht deutlich, daß alle Winkel der Gitterrotation gegen einen Grenzwert
streben und dieser nicht mehr als 90◦ von der Startorientierung abweicht. Dabei bilden
sich zwei Grenzwerte aus: ∼ 25◦ und ∼ 115◦. Dies ist aber materialparameterabha¨ngig
und variiert etwas. Wichtig ist nur, dass sich beide Grenzwerte fu¨r kubische Symmetrie
um 90◦ unterscheiden.
Spannungsverlauf σ13 (siehe Abbildung 9.17):
Die Spannungen laufen asymptotisch gegen einen Grenzwert. Dieser Grenzwert ist fu¨r
verschiedene Anfangsorientierungen der Anisotropieachsen (θe = 0
◦, 30◦, 60◦, 90◦) un-
terschiedlich.
Im Kapitel ”Vergleich mit Modellen aus der Literatur” werden weitere Kopplungsmo¨glich-
keiten fu¨r die isotrope Verfestigung aufgezeigt.
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Abbildung 9.15: Verlauf der gekoppelten isotropen Verfestigung
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Abbildung 9.16: Drehwinkel θe bei Kopplung in der isotropen Verfestigung
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Abbildung 9.17: Spannung σ13 bei Kopplung in der isotropen Verfestigung
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9.4.3 Kopplung in der kinematischen Verfestigung
Kopplungsmatrix in der kinematischen Verfestigung:
q
(ij)
kin =

B qA qA qA
qA B qA qA
qA qA B qA
qA qA qA B
 , A =
 1 1 11 1 1
1 1 1
 , B =
 1 p pp 1 p
p p 1
 .
Als Materialparameter wurden q = 1.4 und p = 0.5 gewa¨hlt, um positive Definitheit
der Kopplungsmatrix zu gewa¨hrleisten.
Verzerrungstensor der kinematischen Verfestigung:
Γ
(i)
k = −
γ
(i)
k
2
2
(n(i) ⊗ n(i)) +
γ
(i)
k
2
(n(i) ⊗ s(i) + s(i) ⊗ n(i)) .
Gekoppelte Dehnung:
Γ˜(i)g =
∑
j
κ(i) q
(ij)
kin (Re∆
(j))T Γ
(j)
k (Re∆
(j)) , q
(ij)
kin : Kopplungsmatrix, κ
(i) > 0 .
(9.55)
Ansatz fu¨r den kinematischen Anteil der freien Energiefunktion (fu¨r f.c.c. Kristallsy-
stem):
ψ
(i)
kin = ψ
(i)
kin(Γ˜
(i)
g ) =
1
2
Ck1 I
k
1 + C
k
2 I
k
2 + C
k
3 I
k
3 (9.56)
mit
Xk := Γ˜(i)g = ∆
(i)T
(
Γˆ(i)g
)
∆(i) (9.57)
Ik1 =
{
Xk11
}2
+
{
Xk22
}2
+
{
Xk33
}2
(9.58)
Ik2 = X
k
11X
k
22 +X
k
22X
k
33 +X
k
33X
k
11 (9.59)
Ik3 =
{
Xk12
}2
+
{
Xk13
}2
+
{
Xk23
}2
. (9.60)
Mit der Definition (
M˜krs
)
:= e˜r ⊗ e˜s (9.61)
ko¨nnen die Invarianten Ik1 − I
k
3 umgeschrieben werden zu
Ik1 =
(
Γ˜(i)g ·
(
M˜k11
))2
+
(
Γ˜(i)g ·
(
M˜k22
))2
+
(
Γ˜(i)g ·
(
M˜k33
))2
Ik2 =
(
Γ˜(i)g ·
(
M˜k11
))(
Γ˜(i)g ·
(
M˜k22
))
+
(
Γ˜(i)g ·
(
M˜k22
))(
Γ˜(i)g ·
(
M˜k33
))
+(
Γ˜(i)g ·
(
M˜k33
))(
Γ˜(i)g ·
(
M˜k11
))
Ik3 =
(
Γ˜(i)g ·
(
M˜k12
))2
+
(
Γ˜(i)g ·
(
M˜k13
))2
+
(
Γ˜(i)g ·
(
M˜k23
))2
. (9.62)
Translationstensor der kinematischen Verfestigung:
ξ(i) =
∑
j
q
(ij)
kin
(
1− 2Γ
(i)
k
) (
Re∆(i)
) ∂ψ(j)kin
∂Γ˜
(j)
g
(
Re∆(i)
)T
. (9.63)
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Skalare kinematische Verfestigung im (i)-ten Gleitsystem:
ξ(i) = s(i) · ξ(i)[n(i)] .
Definition der gekoppelte Spannung der kinematischen Verfestigung:
Z(i)g :=
∑
j
q
(ij)
kin
(
Re∆(i)
) ∂ψ(j)kin
∂Γ˜
(j)
g
(
Re∆(i)
)T
. (9.64)
Evolutionsgleichung fu¨r γ˙
(i)
k :
γ˙
(i)
k = γ˙
(i)
p − s˙
(i) b(i)
{
−γ
(i)
k n
(i) · Z(i)g [n
(i)] + s(i) · Z(i)g [n
(i)]
}
.
Evolutionsgleichungen fu¨r die Drehtensoren (Re∆
(i))
K := W −
1
2n
n∑
a=1
γ˙(a)p
(
s(a) ⊗ n(a) − n(a) ⊗ s(a)
)
(Re∆
(i))˙ =
{
K+ λ∆s˙
(i)
(
Γ
(i)
k Z
(i)
g − Z
(i)
g Γ
(i)
k
)}
(Re∆
(i)) .
Beweis der thermodynamischen Konsistenz:
Die Dehnungen Γ˜
(i)
k werden in der Referenzkonfiguration mit der Kopplungsmatrix qkin
gekoppelt:
Γ˜(i)g :=
∑
j
q
(ij)
kin Γ˜
(j)
k =
∑
j
q
(ij)
kin (∆
(j))T Γˆ
(j)
k ∆
(j) . (9.65)
Fu¨r den kinematischen Anteil ψkin der Freien Energiefunktion wird angesetzt:
ψkin =
1
n
∑
i
ψ
(i)
kin (Γ˜
(i)
g )
=
1
n
∑
i
ψ
(i)
kin
(∑
j
q(ij)(∆(j))T Γˆ
(j)
k ∆
(j)
)
.
Nun wird die zeitliche Ableitung der Funktion ψ
(i)
kin(Γ˜
(i)
g ) berechnet:
ψ˙
(i)
kin =
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
·
d
dt
(∑
j
q(ij)
(
(∆(j))T Γˆ
(j)
k ∆
(j)
))
=
∑
j
q(ij)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
·
(
(∆˙(j))T Γˆ
(j)
k ∆
(j) + (∆(j))T
˙ˆ
Γ
(j)
k ∆
(j) + (∆(j))T Γˆ
(j)
k ∆˙
(j)
)
.
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Nebenrechnung (
∂ψ
(i)
kin
∂eΓ
(i)
g
und Γˆ
(i)
k sind symmetrisch):
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
·
(
(∆˙(j))T Γˆ
(j)
k ∆
(j) + (∆(j))T Γˆ
(j)
k ∆˙
(j)
)
= Sp
∂ψ(i)kin
∂Γ˜
(i)
g
(
(∆˙(j))T Γˆ
(j)
k ∆
(j)
)T
+
(
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
)T
(∆(j))T Γˆ
(j)
k ∆˙
(j)

= Sp
(
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T Γˆ
(j)
k ∆˙
(j) +
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T Γˆ
(j)
k ∆˙
(j)
)
= Sp
∂ψ(i)kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T Γˆ
(j)
k ∆˙
(j) (∆(i))T∆(i)︸ ︷︷ ︸
1
+
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T Γˆ
(j)
k ∆˙
(j) (∆(i))T∆(i)︸ ︷︷ ︸
1

= 2Sp
(
∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T Γˆ
(j)
k ∆˙
(j)(∆(j))T
)
= 2 Γˆ
(j)
k ∆
(j)∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T · ∆˙(j)(∆(j))T
Damit la¨ßt sich die Ableitung von ψ
(i)
kin vereinfachen zu:
ψ˙
(i)
kin =
∑
j
q(ij)∆(j)∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T ·
˙ˆ
Γ
(j)
k︸ ︷︷ ︸
TeilA
+2q(ij) Γˆ
(j)
k ∆
(j)∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T · ∆˙(j)(∆(j))T︸ ︷︷ ︸
TeilB
 .
Nebenrechnung zu Teil A:
∑
j
(
q(ij)∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T ·
˙ˆ
Γ
(j)
k
)
=
∑
j
q(ij)∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T ·
((
Γˆ
(j)
k
)∆
− L(j)p Γˆ
(j)
k − Γˆ
(j)
k L
(j)
p
)
=
∑
j
q(ij)∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T ·
(
Γˆ
(j)
k
)∆
− 2
∑
j
q(ij)∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T · Γˆ
(j)
k L
(j)
p
=
∑
j
q(ij)∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T ·
(
Γˆ
(j)
k
)∆
− 2
∑
j
q(ij)Γˆ
(j)
k ∆
(j)∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T · L(j)p
Teil A kann nun mit
(
Γˆ
(j)
k
)∆
=
(
Γˆ
(j)
p
)∆
−
(
Γˆ
(j)
r
)∆
= Dˆ
(j)
p − Dˆ
(j)
r umgeschrieben
werden zu:∑
j
(
q(ij)∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T ·
˙ˆ
Γ
(j)
k
)
=
∑
j
(
q(ij)∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T ·
(
Lˆ(j)p − Dˆ
(j)
r
)
− 2q(ij)Γˆ
(j)
k ∆
(j)∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T · Lˆ(j)p
)
.
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Restungleichung:∑
i
(
Pˆ− ξˆ
(i)
)
·
(
Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T
)
︸ ︷︷ ︸
DI
+
∑
i
ξˆ
(i)
·
(
Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T
)
−
∑
i
ψ˙
(i)
kin︸ ︷︷ ︸
DII
≥ 0 (9.66)
Einsetzen von ψ˙
(i)
kin in DII liefert:
DII =
∑
i
ξˆ
(i)
·
(
Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T
)
−
∑
i
∑
j
(
q(ij)∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T ·
(
Lˆ(j)p − Dˆ
(j)
r
)
− 2q(ij)Γˆ
(j)
k ∆
(j)∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T · Lˆ(j)p
)
−
∑
i
∑
j
(
2q(ij) Γˆ
(j)
k ∆
(j)∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T · ∆˙(j)(∆(j))T
)
=
∑
j
ξˆ
(j)
· Lˆ(j)p −
∑
j
ξˆ
(j)
· Φ˙ΦT
−
∑
i
∑
j
(
q(ij)
(
1− 2Γˆ
(j)
k
)
∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T · Lˆ(j)p
)
+
∑
i
∑
j
q(ij)∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T · Dˆ(j)r
−
∑
i
∑
j
(
2q(ij) Γˆ
(j)
k ∆
(j)∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T · ∆˙(j)(∆(j))T
)
.
Es liegt nahe, einen Translationstensor der kinematischen Verfestigung ξˆ
(i)
folgender-
maßen zu definieren:
ξˆ
(j)
:=
∑
i
q(ij)
(
1− 2Γˆ
(j)
k
)
∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T . (9.67)
Damit vereinfacht sich Teil II der Restungleichung:
DII = −
∑
j
ξˆ
(j)
· Φ˙ΦT +
∑
i
∑
j
q(ij)∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T · Dˆ(j)r
−
∑
i
∑
j
2q(ij) Γˆ
(j)
k ∆
(j)∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T · ∆˙(j)(∆(j))T
und weiter zu (∆˙(j)(∆(j))T ist antisymmetrisch):
DII =
∑
i
∑
j
q(ij)∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T · Dˆ(j)r
+
∑
i
∑
j
q(ij)
(
1− 2Γˆ
(j)
k
)
∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T ·
(
∆˙(j)(∆(j))T − Φ˙ΦT
)
.
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Abku¨rzung der gekoppelten Spannungen:
Zˆ(j)g :=
∑
i
q(ij)∆(j)
∂ψ
(i)
kin
∂Γ˜
(i)
g
(∆(j))T . (9.68)
Die Restungleichung lautet nun nach den Abku¨rzungen (9.67) und (9.68):∑
i
(
Pˆ− ξˆ
(i)
)
·
(
Lˆ(i)p − Φ˙Φ
T
)
+
∑
j
(
ξˆ
(j)
·
(
∆˙(j)(∆(j))T − Φ˙ΦT
)
+ Zˆ(j)g · Dˆ
(j)
r
)
≥ 0
(9.69)
Als hinreichende Bedingungen zum Lo¨sen von (9.69) erha¨lt man:
1. Das viskoplastische Fließgesetz:
γ˙(i)p =
< |τ (i) − ξ(i)| − k
(i)
0 >
m(i)
η(i)
τ (i) − ξ(i)
|τ (i) − ξ(i)|
. (9.70)
2. Die Regel fu¨r den Plastischen Spin (siehe Kapitel 4.6.2):
∆˙(j)(∆(j))T − Φ˙ΦT = Ωˆ(j)e − Ωˆ
(j)
k = λ
(j)
∆ s˙
(j)∂χˆ
(j)
∂ξˆ
(j)
A
. (9.71)
Fu¨r die konvexe Funktion χˆ(i), die den Nullpunkt enthalten soll, wird als einfache
Mo¨glichkeit
χˆ(i)(ξˆ
(i)
A ) =
1
2
(
ξˆ
(i)
A
)2
(9.72)
gewa¨hlt.
Als Evolutionsgleichung fu¨r
(
Re∆(i)
)
ergibt sich dann:
d
(
Re∆(i)
)
dt
=
{
... + λ
(i)
∆ s˙
(i)
(
Γ
(i)
k Z
(i)
g − Z
(i)
g Γ
(i)
k
)} (
Re∆(i)
)
. (9.73)
3. Die Evolutionsgleichung fu¨r γ
(i)
k :
Zˆ(i)g · Dˆ
(i)
r ≥ 0 (9.74)
Vorgehensweise wie in Kapitel 4.6.3 liefert:
γ˙
(i)
k = γ˙
(i)
p − s˙
(i)b(i)
{
−γ
(i)
k nˆ
(i) · Zˆgnˆ
(i) + sˆ · Zˆ(i)g nˆ
(i)
}
. (9.75)
Damit ist die thermodynamische Konsistenz der Kopplung in der kinematischen Ver-
festigung gezeigt.
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λ = 93000 MPa Ck1 = 2000 MPa
µ = 46500 MPa Ck2 = 2000 MPa
Ck3 = 1600 MPa
m = 4.0 η = 20000 (MPa)ms
q = 1.4 k0 = 150 MPa
p = 0.5
κ = 1.0 b = 0.0015
λ∆ = 0.0001 γ˙ = 0.01 s
−1
Tabelle 9.4: Tabelle der Materialparameter fu¨r Kopplung in der kinematischen Verfe-
stigung
Die kinematische Verfestigung erreicht mit der Kopplung Grenzwerte, und somit ver-
festigen sich die verschiedenen Gleitsysteme unterschiedlich. Damit wird die Gitterro-
tation zum Stillstand kommen.
Abbildung 9.18: Kinematische Verfestigungen ξ(i) mit Kopplung fu¨r die Gleitsysteme
1, 4, 9, 12
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Abbildung 9.19: Kinematische Verfestigungen ξ(i) mit Kopplung fu¨r die Gleitsysteme
2, 5, 8, 11
Abbildung 9.20: Kinematische Verfestigungen ξ(i) mit Kopplung fu¨r die Gleitsysteme
3, 6, 7, 10
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Ergebnisse:
Gitterrotation θe (Abbildung 9.21):
Als Anfangsorientierungen werden θe = 0
◦, 30◦, 60◦, 90◦ gewa¨hlt. Auch hier sieht man
wieder eine Stabilisierung der Gitterrotation. Die Grenzwerte liegen bei ∼ 30◦ und
∼ 120◦.
Auf der Abbildung (9.22) wird der Kopplungsparameter q fu¨r die Anfangsorientie-
rung θe = 0
◦ variiert. Die Stabilisierung der Gitterrotation erfolgt bereits bei einem
Kopplungsparameter q = 1.0.
Dies ist mit der Kopplung in der isotropen Verfestigung alleine nicht mo¨glich.
Spannungsverlauf σ13 (Abbildung 9.23):
Auch hier sieht man asymptotische Spannungsverla¨ufe fu¨r die jeweiligen Anfangsori-
entierungen θe = 0
◦, 30◦, 60◦, 90◦. Hervorzuheben ist, daß, anders als bei der Kopplung
in der isotropen Verfestigung, der Grenzwert fu¨r alle Spannungsverla¨ufe identisch ist.
Außerdem spielt der Wert der Kopplungskonstanten q fu¨r den Spannungsverlauf kaum
eine Rolle (Abbildung 9.24).
Hervorzuheben sind die anfa¨nglich auftretenden Spannungsspitzen (bei γ ∼ 1). Diese
mu¨ssen auftreten, da die kinematische Verfestigung schon sehr schnell eine Brechung
der Symmetrie in den 12 Gleitebenen (d.h. unterschiedliche Verfestigung in den Gleit-
ebenen) hervorrufen muß, um auch fu¨r eine Kopplungskonstante von q = 1.0 eine
Stabilisierung der Gitterrotation zu erreichen. Dies war fu¨r q = 1.0 allein mit der
Kopplung in der isotropen Verfestigung nicht erreichbar. Die Kopplung in der kinema-
tischen Verfestigung erho¨ht die Fließgrenze somit zu Beginn der Scherung auf einigen
Gleitebenen sehr schnell, auf anderen wirkt sie sogar entfestigend. Das Gleiten auf den
weniger verfestigten Gleitsystemen ist erleichtert, und daher resultiert der starke Span-
nungsabfall ab einer Scherung von γ = 1.
Fazit:
Die kinematische Verfestigung bietet hier neue Mo¨glichkeiten, auch fu¨r kleinere Kopp-
lungsparameter 1.0 < q < 1.4 physikalisch sinnvolle Ergebnisse zu bekommen.
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Abbildung 9.21: Winkel θe, q = 1.4
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Abbildung 9.22: Winkel θe, verschiedene Parameter q
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Abbildung 9.23: Spannung σ13, q = 1.4
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Abbildung 9.24: Spannung σ13, verschiedene Parameter q
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9.4.4 Kopplung in der isotropen und kinematischen Verfesti-
gung
Hierbei wird versucht, durch gleichzeitige Kopplung in der isotropen und kinematischen
Verfestigung, die anfa¨nglich auftretenden Spannungsspitzen zu vermeiden.
λ = 93000 MPa Ck1 = 2000 MPa
µ = 46500 MPa Ck2 = 2000 MPa
Ck3 = 1600 MPa
m = 4.0 η = 20000 (MPa)ms
q = 1.4 k0 = 150 MPa
p = 0.5
ζ = 4 β = 0.075
κ = 1.0 b = 0.0015
λ∆ = 0.0001 γ˙ = 0.01 s
−1
Tabelle 9.5: Tabelle der Materialparameter fu¨r Kopplung in der isotropen und kinema-
tischen Verfestigung
Ergebnisse:
Gitterrotation θe (Abbildungen 9.25 und 9.26):
Als Anfangsorientierungen werden θe = 0
◦, 30◦, 60◦, 90◦ gewa¨hlt. Auch hier sieht man
wieder eine Stabilisierung der Gitterrotation. Die Grenzwerte liegen bei ∼ 30◦ und
∼ 120◦.
Spannungsverlauf σ13 (Abbildungen 9.27 und 9.28):
Leider ist eine Gla¨ttung der anfa¨nglichen Spannungsspitzen (fu¨r γ ∼ 1) nicht mo¨glich.
Die durch die Kopplung in der kinematischen Verfestigung hervorgerufenen Spannungs-
spitzen mu¨ssen am Anfang sein, um eine Stabilisierung der Gitterrotation auch fu¨r
q = 1.0 zu erreichen. Nach einer Scherung von γ = 2.5 erkennt man einen fu¨r die jewei-
lige Startorientierung θe = 0
◦, 30◦, 60◦, 90◦ unterschiedlichen Spannungsverlauf. Dieser
Unterschied wird durch die Kopplung in der isotropen Verfestigung hervorgerufen.
Der Vergleich mit dem Kapitel zur Kopplung in der isotropen Verfestigung ergibt ei-
ne u¨bereinstimmende Spannungsreihenfolge: Spannungen zur Anfangsorientierung von
θe = 60
◦ liegen u¨ber denen von θe = 0◦, gefolgt von denen mit θe = 30◦.
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Abbildung 9.25: Winkel θe, Kopplungsparameter q = 1.0
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Abbildung 9.26: Winkel θe, Kopplungsparameter q = 1.4
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Abbildung 9.27: Spannung σ13, Kopplungsparameter q = 1.0
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Abbildung 9.28: Spannung σ13, Kopplungsparameter q = 1.4
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9.5 Vergleich mit Modellen aus der Literatur
9.5.1 Modell von Anand [1]
Vorgabe des Deformationsgradienten F(t):
L = F˙F−1
Almansischer Verzerrungstensor:
A =
1
2
(
1− (FFT )−1
)
, Ae = A−Ap
Isotropes Elastizita¨tsgesetz:
S = λSp(Ae) 1+ 2µAe
Vektoren der Gleitsysteme:
s(i) = (ReΦ) s
(i)
0 , n
(i) = (ReΦ)n
(i)
0
Schmid-Spannung:
τ (i) = s(i) · S [n(i)]
Plastische Scherrate:
γ˙(i) = γ˙0
∣∣∣∣τ (i)g(i)
∣∣∣∣1/m · τ (i)|τ (i)|
Verfestigung:
g˙(i) =
∑
j
h˜ij |γ˙
(i)|
mit
h˜ij = qij hj , qij : Kopplungsmatrix
hj = h0
(
1−
s(j)
ss
)a
Evolution der Drehmatrix (ReΦ):
(ReΦ). =
{
W −
1
2n
∑
i
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) − n(i) ⊗ s(i)
)}
(ReΦ)
Evolution von Ap:
△
Ap= Dp =
1
2n
∑
i
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) + n(i) ⊗ s(i)
)
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Folgende Materialkonstanten wurden verwendet:
λ = 93000 MPa µ = 46500 MPa
γ˙0 = 0.001 s
−1 m = 0.012
q = 1.4
h0 = 180 MPa ss = 148 MPa
a = 2.25 s0 = 16 MPa
Tabelle 9.6: Tabelle der Materialparameter fu¨r das Einkristall-Materialmodell von
Anand
Abbildung 9.29: Darstellung der ”slip resistance” g(i) fu¨r q = 1.4 und θ = 0◦.
Man sieht keine Aufspaltung der ”slip resistance”. Dies wird dazu fu¨hren, dass hier
kein Stillstand der Gitterrotation erreicht werden kann.
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Ergebnisse:
Gitterrotation θe (Abbildungen 9.30, 9.31 und 9.32):
Das Gitter rotiert im Wesentlichen mit dem antisymmetrischen Anteil des Geschwin-
digkeitsgradienten ( d
dt
(ReΦ) =W (ReΦ)) und kommt nicht zum Stillstand. Der Spin
der plastischen Deformation fu¨hrt zu keiner Stabilisierung.
Dies a¨ndert sich auch nicht fu¨r verschiedene Werte von q, h0 oder a.
Spannungsverlauf σ13 (Abbildungen 9.33, 9.34 und 9.35):
Man sieht den typischen Verlauf der Schubspannung σ13 fu¨r kubische Symmetrie bei
einfacher Scherung.
Eine Erho¨hung der Koppelkonstante q von 1.0 auf 1.4 (Abbildung 9.33) oder eine
Erho¨hung der Konstante h0 von 180 MPa auf 580 MPa (Abbildung 9.35) bringt nur
eine leichte Erho¨hung der Schubspannung.
Eine Erho¨hung des Exponenten in der Evolutionsgleichung der isotropen Verfestigung
a von 2.25 auf 5.25 erniedrigt die Schubspannung (Abbildung 9.34).
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Abbildung 9.30: Winkel θe (Anand-Modell)
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Abbildung 9.31: Winkel θe, verschiedene Parameter a (Anand-Modell)
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Abbildung 9.32: Winkel θe, verschiedene Parameter h0 (Anand-Modell)
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Abbildung 9.33: Spannung σ13 (Anand-Modell)
102
Abbildung 9.34: Spannung σ13, verschiedene Parameter a (Anand-Modell)
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Abbildung 9.35: Spannung σ13, verschiedene Parameter h0 (Anand-Modell)
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9.5.2 Modell von Asaro [3]
Vorgabe des Deformationsgradienten F(t):
L = F˙F−1
Almansischer Verzerrungstensor:
A =
1
2
(
1− (FFT )−1
)
, Ae = A−Ap
Isotropes Elastizita¨tsgesetz:
S = λSp(Ae) 1+ 2µAe
Vektoren der Gleitsysteme:
s(i) = (ReΦ) s
(i)
0 , n
(i) = (ReΦ)n
(i)
0
Schmid-Spannung:
τ (i) = s(i) · S [n(i)]
Plastische Scherrate:
γ˙(i) = γ˙0
∣∣∣∣τ (i)g(i)
∣∣∣∣1/m · τ (i)|τ (i)|
Verfestigung:
g˙(i) =
∑
j
h˜ij |γ˙
(i)|
mit
h˜ij = qij h(γ) , qij : Kopplungsmatrix
h(γ) = hs + (h0 − hs) sech
2
{(
h0 − hs
τs − τ0
)
γ
}
γ =
∫ t
0
∑
i
|γ˙(i)p |dt
Evolution der Drehmatrix (ReΦ):
(ReΦ). =
{
W −
1
2n
∑
i
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) − n(i) ⊗ s(i)
)}
(ReΦ)
Evolution von Ap:
△
Ap= Dp =
1
2n
∑
i
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) + n(i) ⊗ s(i)
)
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λ = 93000 MPa µ = 46500 MPa
γ˙0 = 0.001 s
−1 m = 0.005
q = 1.0
h0 = 8.9 · τ0 hs = 0.1 · τ0
τ0 = 100 MPa τs = 1.8 · τ0
Tabelle 9.7: Tabelle der Materialparameter fu¨r das Einkristall-Materialmodell von Asa-
ro
Abbildung 9.36: Darstellung der ”slip system hardness” g(i) fu¨r verschiedene Werte von
q, τ0 = 100 MPa und θe = 0
◦.
Hier sieht man zwei Dinge:
Fu¨r Werte der Kopplungskonstanten q ≥ 1.0 ∧ q < 1.4 erfolgt keine Aufspaltung der
”slip system hardness”, und somit wird der Winkel der Gitterrotation θe nicht zu einem
Grenzwert streben.
Fu¨r Werte q ≥ 1.4 erfolgt eine Aufspaltung der ”slip system hardness”, und somit wird
eine Stabilisierung der Gitterrotation mo¨glich sein.
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Ergebnisse:
Gitterrotation θe (siehe Abbildung 9.37):
Hier wurde nur mit einem Startwinkel θe = 0
◦ gerechnet.
Fu¨r q = 1.2 sieht man eine leichte Abweichung der Gitterrotation von einer Geraden
und damit einen leichten Einfluss der plastischen Deformation auf θe.
Fu¨r q = 1.3 beginnt sich die Gitterrotation zu stabilisieren, allerdings bei einem Win-
kel von ∼ 220◦. Dies ist aber in der Natur bei einfacher Scherung nicht mo¨glich, daher
ist diese Stabilisierung nichts wert. Der eingespannte Kristall wu¨rde sich bei einfacher
Scherung fast um die eigene Achse drehen, und das ist nicht mo¨glich.
Fu¨r Werte q ≥ 1.4 erfolgt eine Stabilisierung bei θe ∼ 40
◦, was in der Natur realisierbar
und somit vernu¨nftig ist.
A¨hnliche Ergebnisse erha¨lt man fu¨r den Parameter τ0 (siehe Abbildung 9.38):
Hier sieht man erst fu¨r τ0 ≥ 300 MPa eine vernu¨nftige Stabilisierung der Gitterrotation
θe. Der Wert der Kopplungskonstante ist hier q = 1.0.
Spannungsverlauf σ13 (siehe Abbildungen 9.39):
Fu¨r Werte q < 1.4 sieht man den typischen Spannungsverlauf σ13 fu¨r kubische Sym-
metrie mit fortschreitender Gitterrotation. Zusa¨tzlich ist ein Anstieg der Spannung zu
beobachten. Dies ist auch versta¨ndlich, da die isotrope Verfestigung g auch immer wei-
ter ansteigt.
Fu¨r Werte q ≥ 1.4 kommt es zu einer Stabilisierung der Gitterrotation und damit
vera¨ndert sich der Spannungsverlauf.
A¨hnliche Ergebnisse erha¨lt man fu¨r den Parameter τ0 (siehe Abbildungen 9.40):
Der Wert der Kopplungskonstanten ist hier q = 1.0. Die Spannungsverla¨ufe steigen
fu¨r ho¨here Werte von τ0 an. Eine A¨nderung im Verlauf der Spannungen ist fu¨r Werte
τ0 ≥ 300 MPa zu beobachten (dann erst erfolgt Stabilisierung der Gitterrotation).
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Abbildung 9.37: Winkel θe (Asaro-Modell)
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Abbildung 9.38: Winkel θe, verschiedene Parameter τ0 (Asaro-Modell)
109
Abbildung 9.39: Spannung σ13 (Asaro-Modell)
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Abbildung 9.40: Spannung σ13, verschiedene Parameter τ0 (Asaro-Modell)
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9.5.3 Weitere Kopplungsmo¨glichkeiten in der isotropen Ver-
festigung
Hier werden weitere Mo¨glichkeiten der Kopplung in der isotropen Verfestigung vorge-
stellt, die in der Arbeitsgruppe von Prof. Tsakmakis angewendet wurden.
Vorgabe des Deformationsgradienten F(t):
L = F˙F−1
Almansischer Verzerrungstensor:
A =
1
2
(
1− (FFT )−1
)
, Ae = A−Ap
Isotropes Elastizita¨tsgesetz:
S = λSp(Ae) 1+ 2µAe
Vektoren der Gleitsysteme:
s(i) = (ReΦ) s
(i)
0 , n
(i) = (ReΦ)n
(i)
0
Schmid-Spannung:
τ (i) = s(i) · S [n(i)]
Plastische Scherrate:
s˙(i) =
< |τ (i)| − k(i) >m
η
, γ˙(i)p = s˙
(i) (τ
(i))
|τ (i)|
Evolution der Drehmatrix:
K := W −
1
2n
∑
i
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) − n(i) ⊗ s(i)
)
(ReΦ). = K (ReΦ)
Evolution von Ap:
△
Ap= Dp =
1
2n
∑
i
γ˙(i)p
(
s(i) ⊗ n(i) + n(i) ⊗ s(i)
)
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Als Mo¨glichkeit 1 wird noch einmal die Kopplungsmo¨glichkeit aus Kapitel (9.4.2) dar-
gestellt, damit alle behandelten Kopplungsmo¨glichkeiten beisammen stehen.
Mo¨glichkeit 1:
Aufspaltung der isotropen Verfestigung:
k(i) = k
(i)
0 +R
(i)
Spannung R(i):
R(i) = ζ (i)qij r
(j) , qij : Kopplungsmatrix
Evolution der Dehnung r(i):
Mo¨glichkeit 1:
r˙(i) = (1− β(i)r(i))s˙(i)
λ = 93000 MPa µ = 46500 MPa
m = 4.0 η = 20000 (MPa)ms
q = 1.4 k0 = 150 MPa
ζ = 20 β = 0.1
Tabelle 9.8: Tabelle der Materialparameter fu¨r Kopplungsmo¨glichkeit 1
Abbildung 9.41: Darstellung der isotropen Verfestigung fu¨r q = 1.4 (Kopplungsmo¨glich-
keit 1).
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Beweis der thermodynamischen Konsistenz der Mo¨glichkeit 1:
Aus der Restungleichung folgt unter anderem (siehe 9.51)
R(i) = ζq(ij)r(j) ≥ 0 und s˙(i) − r˙(i) ≥ 0 .
Dies muss durch den Ansatz fu¨r die Kopplungsmo¨glichkeit 1 erfu¨llt werden.
Unter der Annahme r(i) ≥ 0 (was natu¨rlich bewiesen werden muss), genu¨gt es zu
zeigen, daß
s˙(i) − r˙(i) = β(i)r(i)s˙(i) ≥ 0. (9.76)
Dies ist der Fall, falls die Konstanten β(i) ≥ 0 sind.
Nun ist noch r(i) ≥ 0 zu zeigen:
Dazu wird die Differentialgleichung
r˙(i) =
(
1− β(i)r(i)
)
s˙(i)
umgeschrieben zu
dr(i)
ds(i)
=
(
1− β(i)r(i)
)
. (9.77)
Diese Differentialgleichung hat zusammen mit der Anfangsbedingung r(i)(s(i) = 0) = 0
die Lo¨sung
r(i)(t) =
1− eβ
(i)
s(i)(t)
β(i)
. (9.78)
Damit ist r(i)(t) ≥ 0 gesichert.
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Die Differentialgleichung (9.77) stellt außerdem ein Feld von Tangentenvektoren in je-
dem Punkt {s(i), r(i)} an die Kurven r(i)(s(i)) dar.
Zu Beginn (r(i) = 0) ist
dr(i)
ds(i)
= 1 ≥ 0 ∀s(i) (9.79)
0
2
4
6
8
10
r(s)
2 4 6 8 10
s
Abbildung 9.42: Vektorfeld von
dr(i)
ds(i)
=
(
1− β(i)r(i)
)
Dies ist auch auf der Abszisse in Bild (9.42) erkennbar (Index (i) weggelassen).
Fu¨r ansteigendes r(i)(s(i)) nimmt die Steigung des Vektorfeldes immer mehr ab, bis die
Steigung fu¨r r(i)(s(i)) = 10.0 null wird und somit in eine Horizontale u¨bergeht.
Somit ist
r(i)(s(i)) ≥ 0 ∀s(i) (9.80)
gesichert.
Da fu¨r r(i)(t)
dr(i)
dt
=
dr(i)
ds(i)
ds(i)
dt
(9.81)
gilt und die Steigung der plastischen Bogenla¨nge
ds(i)
dt
≥ 0 , (9.82)
ist die zu fordernde Bedingung r(i)(s(i)(t)) ≥ 0 erfu¨llt.
Die Herleitung u¨ber das Feld der Tangentenvektoren ist fu¨r die weiteren Kopplungsmo¨glich-
keiten sinnvoll, bei denen eine explizite Form fu¨r r(i)(t), wie (9.78) nicht mehr mo¨glich
ist.
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Ergebnisse:
Hier erfolgt eine deutliche Aufspaltung der isotropen Verfestigung (siehe Abbildung
9.41) fu¨r alle Anfangsorientierung θe = 0
◦, 30◦, 60◦, 90◦. Damit kann man eine vernu¨nf-
tige Stabilisierung der Gitterrotation erwarten.
Außerdem strebt jede isotrope Verfestigung gegen einen Grenzwert, was asymptotische
Spannungsverla¨ufe fu¨r σ13 voraussagt (kinematische Verfestigung wird hier nicht be-
trachtet und ist 0).
Gitterrotation θe (Abbildung 9.43):
Es wurden vier Startorientierungen gewa¨hlt: θe ∈ {0
◦, 30◦, 60◦, 90◦}.
Man sieht deutlich, daß alle Winkel der Gitterrotation gegen einen Grenzwert streben,
und dieser nicht mehr als 90◦ von der Startorientierung abweicht. Somit ergibt sich
eine vernu¨nftige Stabilisierung der Gitterrotation. Dabei bilden sich zwei Grenzwerte
aus: ∼ 25◦ und ∼ 115◦.
Dies ist aber materialparameterabha¨ngig und variiert etwas. Wichtig ist nur, daß sich
beide Grenzwerte fu¨r kubische Symmetrie um 90◦ unterscheiden.
Im na¨chsten Bild (Abbildung 9.44) wird von der Startorientierung θe = 0
◦ ausgegan-
gen und der Kopplungsparameter q variiert. Dabei ergibt sich fu¨r die getesten Werte
q = 1.2 und q = 1.4 eine Stabilisierung der Gitterrotation. Fu¨r den Wert q = 1.0 erfolgt
fortlaufende Rotation des Gitters, was nicht vernu¨nftig ist.
Spannungsverlauf σ13 (Abbildung 9.45):
Dargestellt sind die Spannungsverla¨ufe fu¨r σ13 fu¨r verschiedene Anfangsorientierungen
θe. Alle Spannungsverla¨ufe streben asymptotisch gegen einen Grenzwert, wie es der
Verlauf der isotropen Verfestigung vorhergesagt hat.
Im na¨chsten Bild (Abbildung 9.46) wird von der Startorientierung θe = 0
◦ ausge-
gangen, und der Kopplungsparameter q variiert. Fu¨r den Wert q = 1.0 ergibt sich der
typische kubische Spannungsverlauf. Dieser resultiert aus der fortlaufenden Rotation
des Gitters. Fu¨r die Werte q = 1.2 und q = 1.4 erfolgt Stabilisation der Gitterrotation
und somit auch ein asymptotischer Spannungsverlauf fu¨r σ13.
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Abbildung 9.43: Kopplungsmo¨glichkeit 1: Winkel θe
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Abbildung 9.44: Kopplungsmo¨glichkeit 1: Winkel θe, verschiedene Parameter q
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Abbildung 9.45: Kopplungsmo¨glichkeit 1: Spannung σ13
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Abbildung 9.46: Kopplungsmo¨glichkeit 1: Spannung σ13, verschiedene Parameter q
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Nun folgen weitere Kopplungsmo¨glichkeiten.
Mo¨glichkeit 2:
r˙(α) =
(
s˙(α)
s˙
− β(α)r(α)
)
s˙ mit s˙ =
√∑
i
(s˙(i))2
Folgende Materialkonstanten wurden verwendet:
λ = 93000 MPa µ = 46500 MPa
m = 4.0 η = 20000 (MPa)ms
q = 1.4 k0 = 150 MPa
ζ = 20 β = 0.1
Tabelle 9.9: Tabelle der Materialparameter fu¨r Kopplungsmo¨glichkeit 2
Abbildung 9.47: Darstellung der isotropen Verfestigung fu¨r q = 1.4 (Kopplungsmo¨glich-
keit 2).
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Beweis der thermodynamischen Konsistenz der Mo¨glichkeit 2:
Unter der Annahme r(α) ≥ 0 (dies ist noch zu zeigen) erfu¨llt die Kopplungsmo¨glichkeit
2 die Restungleichung (siehe 9.51):
s˙(α) − r˙(α) = s˙β(α)r(α) ≥ 0 .
Hier ist β(α) eine positive Konstante.
Beweis, daß r(α) ≥ 0 ist:
Aus der Differentialgleichung fu¨r r˙(α) folgt durch Umformung:
r˙(α) = s˙(α) − β(α)r(α)s˙ (9.83)
⇔
r˙(α)
s˙(α)
= 1− β(α)r(α)
s˙
s˙(α)
(9.84)
⇔
dr(α)
ds(α)
= 1− β(α)r(α)
ds
ds(α)
(9.85)
⇔ r(α) =
∫ s(α)
0
(
1− β(α)r(α)
ds
ds(α)
)
ds(α) (9.86)
Zu Beginn ist r(α) = 0. Die Steigungen r˙(α) ist damit positiv (r˙(α)=s˙(α)) und die Kurve
von r(α) steigt in den positiven Bereich an. Solange r(α) > 0 ist, kann r˙(α) beliebiges
Vorzeichen haben. Damit ist auch ein Absinken der isotropen Verfestigung mo¨glich.
Negativ kann r(α) jedoch niemals werden, denn fu¨r r(α) = 0 erfolgt wieder ein Anstieg
in den positiven Bereich (r˙(α) = s˙(α) ≥ 0 fu¨r r(α) = 0).
Ergebnisse:
Auch hier sieht man eine Aufspaltung der isotropen Verfestigung (Abbildung 9.47 fu¨r
die verschiedenen Anfangsorientierungen θe = 0
◦, 30◦, 60◦, 90◦.
Allerdings entwickelt sich die isotrope Verfestigung nur fu¨r die Anfangsorientierung
θe = 30
◦ monoton steigend. Fu¨r die anderen Anfangsorientierungen ist Entfestigung
sichtbar.
Diese Kopplungsmo¨glichkeit fu¨r die isotrope Verfestigung liefert hier physikalisch un-
sinnige Ergebnisse (die isotrope Verfestigung sollte in diesen Modellen immer ansteigen,
da keine Entfestigungseffekte beru¨cksichtigt werden).
Gitterrotation θe (Abbildung 9.48):
Als Anfangsorientierungen werden θe = 0
◦, 30◦, 60◦, 90◦ gewa¨hlt. Auch hier sieht man
wieder eine Stabilisierung der Gitterrotation. Die Grenzwerte liegen bei ∼ 30◦ und
∼ 120◦.
Spannungsverlauf σ13 (Abbildung 9.49):
Fu¨r die Anfangsorientierung θe = 30
◦ ergibt sich ein vernu¨nftiger Spannungsverlauf,
der sich asymptotisch einem Grenzwert na¨hert. Fu¨r diese Anfangsorientierung war ja
die isotrope Verfestigung auch monoton ansteigend.
Fu¨r die anderen Anfangsorientierungen θe = 0
◦ und θe = 60◦ zeigen die Spannungs-
verla¨ufe Knicke bei einer Scherung von γ ∼ 20, bei der die isotrope Verfestigung abfa¨llt
(Entfestigung).
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Abbildung 9.48: Kopplungsmo¨glichkeit 2: Winkel θe
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Abbildung 9.49: Kopplungsmo¨glichkeit 2: Spannung σ13
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Mo¨glichkeit 3:
r˙(α) =
(
1−
A
(α)
0 · r
(α)
1 + A
(α)
1 p
(α)
)
s˙(α)
mit p˙(α) =
{
0 fu¨r Kr ≥ r∞
(1− β
(α)
1 p
(α))r˙(α) fu¨r Kr < r∞
und Kr =
∑
α
r(α)∞ mit r
(α)
∞ =
1 + A
(α)
1 p
(α)
A
(α)
0
λ = 93000 MPa µ = 46500 MPa
m = 4.0 η = 20000 (MPa)ms
q = 1.4 k0 = 150 MPa
ζ = 20 β = 0.1
A0 = 0.2 A1 = 0.1
r∞ = 1500.0
Tabelle 9.10: Tabelle der Materialparameter fu¨r Kopplungsmo¨glichkeit 3
Abbildung 9.50: Darstellung der isotropen Verfestigung fu¨r q = 1.4 (Kopplungsmo¨glich-
keit 3)
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Beweis der thermodynamischen Konsistenz der Mo¨glichkeit 3:
Aus der Restungleichung folgt unter anderem (siehe 9.51)
R(i) = ζq(ij)r(j) ≥ 0 und s˙(i) − r˙(i) ≥ 0 .
Dies muss durch den Ansatz fu¨r die Kopplungsmo¨glichkeit 3 erfu¨llt werden.
Unter der Annahme r(i) ≥ 0 (was natu¨rlich bewiesen werden muss), genu¨gt es zu
zeigen, daß
s˙(i) − r˙(i) =
A
(i)
0 r
(i)
1 + A
(i)
1 p
(i)
s˙(i) ≥ 0. (9.87)
Dies ist der Fall, falls die Konstanten A
(i)
0 ≥ 0 und A
(i)
1 ≥ 0 sind.
Außerdem muss p(i) ≥ 0 sein. Wie man leicht sieht, ist aber unter der Annahme r˙(i) ≥ 0
(was noch zu zeigen ist) und den Konstanten β
(i)
1 ≥ 0
p(i)(t) =
1− e−β
(i)
1 r
(i)(t)
β
(i)
1
≥ 0
und somit p(i) ≥ 0 gesichert.
Nun ist noch r˙(i) ≥ 0 und somit r(i) ≥ 0 zu zeigen:
Dazu wird die Differentialgleichung
r˙(i) =
(
1−
A
(i)
0 r
(i)
1 + A
(i)
1 p
(i)
)
s˙(i)
umgeschrieben zu
dr(i)
ds(i)
=
(
1−
A
(i)
0 r
(i)
1 + A
(i)
1 p
(i)
)
. (9.88)
Diese Gleichung stellt ein Feld von Tangentenvektoren in jedem Punkt {s(i), r(i)} an
die Kurven r(i)(s(i)) dar.
Zu Beginn (r(i) = 0) ist
dr(i)
ds(i)
= 1 ≥ 0 ∀s(i) (9.89)
und somit jede Kurve r(i)(s(i)) monoton steigend.
Dies sieht man auch auf der Abszisse in Bild (9.51) (Index (i) weggelassen).
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Abbildung 9.51: Vektorfeld von
dr(i)
ds(i)
=
(
1−
A
(i)
0 r
(i)
1 + A
(i)
1 p
(i)
)
Fu¨r ansteigendes r(i)(s(i)) nimmt die Steigung des Vektorfeldes immer mehr ab, bis die
Steigung fu¨r r(i)(s(i)) = 20.0 null wird und somit in eine Horizontale u¨bergeht.
Somit ist
r(i)(s(i)) ≥ 0 ∀s(i) (9.90)
gesichert.
Da fu¨r r(i)(t)
dr(i)
dt
=
dr(i)
ds(i)
ds(i)
dt
(9.91)
gilt und die Steigung der plastischen Bogenla¨nge
ds(i)
dt
≥ 0 , (9.92)
ist die zu fordernde Bedingung r(i)(s(i)(t)) ≥ 0 erfu¨llt.
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Ergebnisse:
Auch hier sieht man ein Aufspalten der isotropen Verfestigung (Abbildung 9.50) fu¨r
verschiedene Anfangsorientierungen θe. Mit dieser Kopplungsmo¨glichkeit erreichen die
Kurven fu¨r die Anfangsorientierung θe = 0
◦ und θe = 60◦ schneller ihren Grenzwert als
bei der Kopplungsmo¨glichkeit 1.
Gitterrotation θe (Abbildung 9.52):
Als Anfangsorientierungen werden θe = 0
◦, 30◦, 60◦, 90◦ gewa¨hlt. Auch hier sieht man
wieder eine Stabilisierung der Gitterrotation. Die Grenzwerte liegen bei ∼ 30◦ und
∼ 120◦.
Spannungsverlauf σ13 (Abbildung 9.53):
Die Spannungen streben asymptotisch einem Grenzwert zu, der fu¨r die jeweilige Aus-
gangsorientierungen θe verschieden ist.
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Abbildung 9.52: Kopplungsmo¨glichkeit 3: Winkel θe
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Abbildung 9.53: Kopplungsmo¨glichkeit 3: Spannung σ13
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Mo¨glichkeit 4:
r˙(α) =
(
1−
A
(α)
0 · r
(α)
1 + A
(α)
1 e
−β(α)2 p(α)
)
s˙(α) (9.93)
mit p˙(α) =
{
0 fu¨r Kr ≥ r∞
r˙(α) fu¨r Kr < r∞
und Kr =
∑
α
r(α)∞ mit r
(α)
∞ =
1 + A
(α)
1 e
−β(α)2 p(α)
A
(α)
0
λ = 93000 MPa µ = 46500 MPa
m = 4.0 η = 20000 (MPa)ms
q = 1.4 k0 = 150 MPa
ζ = 20 β2 = 0.1
A0 = 0.1 A1 = 0.2
r∞ = 1500.0
Tabelle 9.11: Tabelle der Materialparameter fu¨r Kopplungsmo¨glichkeit 4
Abbildung 9.54: Darstellung der isotropen Verfestigung fu¨r q = 1.4 (Kopplungsmo¨glich-
keit 4)
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Beweis der thermodynamischen Konsistenz der Mo¨glichkeit 4:
Aus der Restungleichung folgt unter anderem (siehe 9.51)
R(i) = ζq(ij)r(j) ≥ 0 und s˙(i) − r˙(i) ≥ 0 .
Dies muss durch den Ansatz fu¨r die Kopplungsmo¨glichkeit 4 erfu¨llt werden.
Unter der Annahme r(i) ≥ 0 (was natu¨rlich bewiesen werden muss), genu¨gt es zu
zeigen, daß
s˙(i) − r˙(i) =
A
(i)
0 r
(i)
1 + A
(i)
1 e
−β(i)2 p(i)
s˙(i) ≥ 0. (9.94)
Dies ist der Fall, falls die Konstanten A
(i)
0 ≥ 0 und A
(i)
1 ≥ 0 sind. Die Konstanten β
(i)
2
sind frei wa¨hlbar.
Nun ist noch r˙(i) ≥ 0 und somit r(i) ≥ 0 zu zeigen:
Dazu wird die Differentialgleichung
r˙(i) =
(
1−
A
(i)
0 r
(i)
1 + A
(i)
1 e
−β(i)2 p(i)
)
s˙(i)
umgeschrieben zu
dr(i)
ds(i)
=
(
1−
A
(i)
0 r
(i)
1 + A
(i)
1 e
−β(i)2 p(i)
)
. (9.95)
Diese Gleichung stellt ein Feld von Tangentenvektoren in jedem Punkt {s(i), r(i)} an
die Kurven r(i)(s(i)) dar.
Zu Beginn (r(i) = 0) ist
dr(i)
ds(i)
= 1 ≥ 0 ∀s(i) (9.96)
und somit jede Kurve r(i)(s(i)) monoton steigend.
Dies sieht man auch auf der Abszisse in Bild (9.55) (Index (i) weggelassen).
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Abbildung 9.55: Vektorfeld von
dr(i)
ds(i)
=
(
1−
A
(i)
0 r
(i)
1 + A
(i)
1 e
−β(i)2 p(i)
)
Fu¨r ansteigendes r(i)(s(i)) nimmt die Steigung des Vektorfeldes immer mehr ab, bis die
Steigung fu¨r r(i)(s(i)) = 15.0 null wird und somit in eine Horizontale u¨bergeht.
Somit ist
r(i)(s(i)) ≥ 0 ∀s(i) (9.97)
gesichert.
Da fu¨r r(i)(t)
dr(i)
dt
=
dr(i)
ds(i)
ds(i)
dt
(9.98)
gilt und die Steigung der plastischen Bogenla¨nge
ds(i)
dt
≥ 0 , (9.99)
ist die zu fordernde Bedingung r(i)(s(i)(t)) ≥ 0 erfu¨llt.
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Ergebnisse:
Auch diese Kopplungsmo¨glichkeit erlaubt eine Aufspaltung der isotropen Verfestigung
(Abbildung 9.54).
Gitterrotation θe (Abbildung 9.56):
Als Anfangsorientierungen werden θe = 0
◦, 30◦, 60◦, 90◦ gewa¨hlt. Auch hier sieht man
eine Stabilisierung der Gitterrotation. Die Grenzwerte liegen bei ∼ 30◦ und ∼ 120◦.
Spannungsverlauf σ13 (Abbildung 9.57):
Die Spannungen streben asymptotisch einem Grenzwert an, der fu¨r die jeweilige Aus-
gangsorientierungen θe verschieden ist.
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Abbildung 9.56: Kopplungsmo¨glichkeit 4: Winkel θe
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Abbildung 9.57: Kopplungsmo¨glichkeit 4: Spannung σ13
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